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Vorwort 



Mn^* vor, wa$ mdkr Mt 

Seknif *o, da$t m WUtr M 

Und verficht», hU et mit dir gar irtf 

Wenn ich nun wieder statt des zweiten Theiles der Gas- 
iheorie den ersten der Meohanik publidre, so will ich das 
nicht mit dem Hinweise auf berflhmte Master ftr die Beihen- 

folge des Erscheinens der Bände entschuldigen. Das kam 
vielmehr so. Im zweiten Theile der Gastheorie häuften sich 
die nothwendigen Einschaltungen über Mechanik so, dass sie 
erst einen ganzen Paragraph, dann einen Abschnitt auszu- 
füllen schienen und ich mich zuletzt entschloss, ein ganzes 
Buch daraas zu machen, indem ich noch ein Vorlesungsheft 
hinzunahm, das ich in den vorigen Ferien für Vorlesungen 
über Mechanik im folgenden Wintersemester ausgearbeitet 
hatte. Als ich mir aber mein Auditorium betrachtete, 
glaubte ich die ganze Methode desselben mit einer ein- 
facheren vertauschen zu sollen. Dafür nahm ich den Inhalt 
des betre£fienden Heftes^ damit doch meine Mühe nicht ganz 
verloren sei, in das vorliegende Buch auf^ welches ich also 
als Vorlesungen bezeichnen könnte, die ich an der Wiener 
üniyersitftt nicht gehalten habe. 

Man sprach in neuerer Zeit riel fiber die Dunkelheiten 
in den Priucipien der Mechanik und suchte sie dadurch zu 
beseitigen, dass man der Mechanik ein ganz neues, fremd- 
artiges Gewand gab. Ich habe hier den entgegengesetzten 
Weg eingeschlagen und versucht, ob sich nicht bei möglichst 
treuer Darstellung der Mechanik in ihrer alten dassischen 
Form die Dnnkelheiten ebenfalls rermeiden liessen, theils 
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indem ich gewisse Dinge, die man früher überging oder als 
selbBtrentändlich nnr obenhin berührte, ansfÜhrUch behan- 
delte, iheils indem ich jede berechtigte Kritik sorgfältig be- 
rücksichtigte. Besonders kann ich da den Bemerkungen 
Hertz' über den Ideenreichthum der einschlägigen Schriften 
Mach' 8 nur aufs Wärmste zustimmen, wenn ich auch 
keineswegs überall derselben Ansicht bin, wie Mach. 

Gerne hätte ich mich der Bezeichnangsweise der Qua- 
tenuonen angeschlossen; doch wfire dies meinem Bestreben, 
alles dem deutschen Pablikum fremdartige ansznschliessen, 
zuwidergelanfen. 

Der zweite Theil der Vorlesungen über Mecliauik, der 
erst die gastheoretisch wichtigen Principe bringen wird, soll 
in kürzester Zeit und dann, sobald es mir möglich sein wird, 
auch der zweite Theil der Gastheorie erscheinen. Ein dritter 
Theil der Mechanik soll die Elasticitätslehre nnd Hydro- 
dynamik enthalten, nnd so wieder znr Gastheorie znrück- 
leiten. 

Von VollstSndigkeit nnd wesentlich Nenem kann natüxw 

lieh bei einem so umfangreichen und vielbearbeiteten Ge- 
biete, wie die Mechanik, nicht die Eede sein. Trotzdem 
stellte es sich vom Abschnitte über das Kräftenparallelo- 
gramm (§ 10) bis zur Definition des Gleichgewichtes eines 
Systems, dem d' AI embert' sehen Principe und der all- 
gemeinen Form der Bewegungsgleichungen (§§ 72, 73 nnd 74) 
heraus, dass auch manche spedelle Sätze der Mechanik noch 
der schärferen Firäcisirung bedürfen. Natürlich konnte hier 
keine dieser Fragen zum Abschlüsse gebracht werden; das 
wäre nur in einer Monographie möglich; aber ich bin zu- 
frieden, wenn ich auf Lücken hingewiesen und Anregung zu 
weiterer Forschung gegeben habe. 

Abbazia, den 3. Angost 1897. 

Ludwig Boltmaim. 
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Die Heehanik ist die Lehre toh der Bewegung der 
Naturkörper, d. h. der Ortsvertnderung (relativen Lagen- 
änderung) derselben, welche mit keinerlei Aenderung ihrer 
übrigen Eigenschaften verbunden ist Sie bat nach dieser 
Definition auch die Bedingungen zu erforschen, unter denen 
ein Körper seinen Ort nicht verändert, d. h. ruht. 

Da die Ortsveränderungen die allereinfiachsten Ereohei- 
nimgen sind, so ist die Mechanik das Fundament der ge- 
sammten Natarwissenschaft Es kann uns daher nicht wun- 
dem, dass sie schon frtth (durch Newton« Lagrange, 
Enler etc.) hodi entwickelt und gegenwärtig zn inuner 
grosserer Vollendong gebracht wurde. Diese Vollendung 
besteht aber mehr in der SiGherheit» spedelle Au^yiaben zu 
behandeb, als in der ihrer Grundprincipien. Letztere wurden 
vielmehr gerade in der neuesten Zeit vielfach angegriffen. 

Ich citire da nur das bekannte Buch Hertz's^), welcher 
freilich dann zugiebt, dass die Unklarheit der Grundprincipien 
der Mechanik hauptsächlich durch die mangelhafte Dar- 
stellung in den Lehrbüchern verschuldet sei. Auf meine 
Ansicht über die Ursache, welche zu dieser mangelhaften 
Art der Darstellung verleitete, werde ich alsbald zu sprechen 
kommen. 

Es wurde wohl niemals bezweifelt und wird von Hertz 
in dem angefikhrten Bnche besonders herrorgehoben, dass 

Die Fkindpien der Meebanik in neuem Zusammenhange dar- 
gestellt von Heinriek Hertz. Leipiig, J. A Barth, 1894. 
Boltsnann, Marluniflr I, 1 
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unsere Gedanken blosse Bilder der Objecte (besser Zeichen 
fbr dieselben) smd, welche mit diesen höchstens eine gewisse 
Verwandtsduift haben^ sich aber mit ihnen niemals decken 
können, sondern sidi zn ihnen yerhalten, wie die Buchstaben 
zu den Lauten oder die Noten zu den Tönen. Sie ver- 
mögen audi wegen der Beschränktheit unseres InteUects 
immer nur einen kleinen Theü der Objecte wiederzuspiegeln. 

Wir könuen nun in zweierlei Weise verfahren: 1. Wir 
können die Bilder mehr allgemein lassen. Wir laufen dann 
weniger Gefahr, dass sie sich später als falsch erweisen 
werden, da sie sich neuentdeckten Thatsachen leichter an- 
passen lassen; allein durch ihre Allgemeinheit werden die 
BUder mehr unbestimmt und yerwaschen und ihre Weiter- 
entwicklung wird mit einer gewissen Unsicherheit und Viel- 
deutigkeit yerknüpft sein* 2. Wir specialisiren die Bilder 
und Hlhren sie bis zu einem gewissen Grade ins Detail aus. 
Dann werden wir viel mehr WillkOrliches (HypothetiBches) 
hineintragen müssen, was TieMoht auf neue Er&hrungen 
nicht passt; dagegen haben wir den Vortheily dass die Bilder 
möglichst klar und deutlich sind, und wir aUe Oonseqnenzen 
aus denselben mit Yoller Bestimmtheit und Eindeutigkeit zu 
ziehen vermögen. 

Gerade die Unklarheiten in den Principien der Mechanik 
scheinen mir daher zu stammen, dass man nicht sogleich 
mit hypothetischen Bildern unseres Geistes lioi^iimen, son- 
dern anÜEUigs an die Erfahrung anknüpfen wollte. Den 
Uebergang zu den Hypothesen suchte man dann mehr zu 
yerdedcen, wenn nicht gar einen Beweis zu erkünsteln, dass 
das ganze Gebäude nothwendig und hypothesen&ei sei, yer- 
fiel aber gerade dadurch in Unklarheit 

Tollends in der neuesten Zeit wird häufig die Forderung 
aufgestellt^ man solle nur die direct gegebenen Erscheinungen 
erfassen und ihnen nichts Willkttrlidies hinzufügen. So sehr 
es sich empfiehlt, das ThatS&chliche vom Hypothetischen zu 
trennen und letzteres nie grundlos zu häufen, so glaube 
ich doch, dass man ohne alles Hypothetische über eine 
un vereinfachte Markirung jeder einzelnen Erscheinung im 
Gedächtnisse gar nicht hinauskommen könnte. Alle Verein- 
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fachungen der Gedächtnissbilder, alle Erfassung von Gesetz- 
mässigkeiteii, alle Eegeln, complicirte Erscheinungen kurz zu- 
sammen zu fassen und nach einfachen Vorschriften voraus 
zu bestimmen, beruhen auf der Anwendung von Bildemi 
die von fremden einfachen Erscheinungen und Willensacten 
hergenommen sind. 

Man hat als Ideal die blosse Aufetellnng Ton partiellen 
Differentialgleichungen und Voriiersagung der Erscheinungen 
aus denselben hingestellt Allein auch diese sind nichts 

. anderes, als Regeln zur Construction fremder Vorstellungs- 
bilder, der Zahlenreihen. Partielle Differentialgleichungen 
fordern die Construction von Zahlenzusammenstellungen, die 
eine Mannigfaltigkeit von mehreren Dimensionen bilden. Sie 
sind, wenn man sich der Bedeutung ihrer Symbolik erinnert, 
absolut nichts anderes als die Forderung, sich sehr viele 
Punkte solcher Mannigfaltigkeiten (d. h. Stellen, die durch 
mehrere Zahlen der Mannigfaltigkeit, nie Raumpunkte durch 
die Coordinaten charakterisirt sind) Yorzustellen und daraus 

' nach bestimmten Regeln fortwährend neue Mannigfaltigkeits- 
punkte abzuleiten, gewissermaassen eine Fortbewegung der 
Punkte in der Mannigfiüti^eit zu denken.^) 

So enthalten, wenn man auf den Gnmd geht, auch die 
Maxweirsehen elektromagnetischen Gleichungen in der 
Form, in der sie Hertz reproducirt, Hypothetisches, der 
Erfahrung Hinzugefügtes, das wie immer durch Uebeiiragung 
der an endlichen Körpern beobachteten Gesetze auf von uns 
fingirte Elemente gebildet wird. Sie scrwie alle partiellen 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik, welche 
zudem beim gleichzeitigen Zusammenwirken mehrerer Nator- 
kräfte (Elektricität, Magnetismus, Elasticität, Wärme, Che- 
mismus) eine fiast unübersehbare Gomplication haben, sind 
ebenfalls nur^ wenn auch aus etwas anderen Elementen als 
den uns gewohnten Atomen zusammengesetzte, unezacte, 
schematische Bilder fttr bestimmte Thatsachengebiete. Ihre 
Rechtfertigung sucht Hertz erst nachträglich in der Ueber- 

*) Vgl. Boltzmann, Ueber die Unentbehrlichkeit der Atomistik 
in der Naturwissenschaft Wien. Sitzber. Bd. 106, S. 907, 7. Nov. 1Ö96. 
Wied. Ann. Bd. 60, S. 231, 1897. 

1* 
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eiimtimmnng mit der EriUirnng, genadeso wie inr es ffkr die 
atomiBtiseheii BÜder tinm ivarden. 

Die Behaoptnng, dass durch die Atomistik, nicht aber 
durch die partiellen Differentialgleichungen den Thatsacheix 
Fremdes hinzugefügt werde, scheint mir unbegründet. Aller- 
dings darf man nicht aus der häufig durch Thatsachen 
so nahe gelegten Anwendbarkeit der Atomistik schliessen, 
dass ihre Bilder überall ausreichen müssen. Wo ihre ua- 
gezwnngeiie Anwendung ooßh mcht gelange soll man andere, 
von anderen Elementen ausgehende Bilder beiziehen. Man 
darf nnr in den Thatoacben selbst wohlbegribidete atoiai* 
stische Bilder eiiwendMi, nienals durch WiUkOrUi^eBy P)ian- 
tastisdiaB der Natar Gewalt antbno* 

Jn dieser Bkomhi wird gewiss Niemand die Atomistik 
ttar alle Phantastereien ▼mntwortlich madien, welche T<m 
Unberufenen auf ihrem Gebiete getrieben worden. Wer 
weiss, ob die Energetik, wenn sie je das heutige Alter der 
Atomistik erreichen sollte, an solchen Auswüchsen ärmer 
sein würde? 

Man darf auch nie metaphysische Gründe für das Bild 
suchenoderdaraus voreilige Seil liisise, wie dass die chemischen 
Atome materielle Punkte seien, zieheuu Ebenso wenig darf 
man die Möglichkeit aus dem Auge verlieren, dass es noch 
einmal durch ganz andere Bilder Terdxängt werden könne, 
sa|^ wir, um ja nicht en^rzig zn erscheijien, sogar tou 
Mannigfalfa'ghetten hergenommene, die nicht einmal die Bägeiv- 
schaften nnseres dreidimensionalen Banmes hahen> so dass 
also z.B. die ein&chen geometrischen Cbnstmctlonen der 
Atemislak dnrch Manipolatfonen mit Ziahlen zn ersetzen 
wären, die eine complicirte MannigCsdtigkeit bilden. 

Ich bin somit der Letzte, der die Mögliclikeit, auf 
anderem als atomistiscliem Wege ein besseres Bild der 
^i'atur zu gewinnen, leugnen würde. Gerade um für den 
Werth eines etwaigen anderen derartigen Naturbildes einen 
Maassstab zu gewinnen, will ich in diesem Buche danach 
streben, die alten Bilder der Mechanik so klar und eon- 
sequent, als es mir möglich ist, zu entwickeln. Nun ver- 
suche man es, ein anderes hypothesenfreieres WeUbild, 
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sei es auf energetischer oder rein phänomenologischer 
Basis, nicht blos in einigen unbestimmten Andeutungen als 
möglich hinzustellen, sondern vom Anfange bis zum Ende 
mit der gleichen Klarheit zn entwickeln, wie im Folgenden 
das mechanisohe Bild daxgestellt werden wild. Bio Bhodus, 
hie saltal 

So lange dies noch nidit gelungen iat, gebe ieh die 
Mögliehkeit^ nicht aber die GewiMheit au, dasB dn anderes 
Weltbild das mechanisohe Terdrängen wird. 

Bildern aber, welche unbestimmter undterschwommener 

als das nun zu entwickelnde sind, werden wir blos einen 
Platz neben diesem zuerkennen, da jenen zwar grössere 
Anpassungsfähigkeit, diesem aber die gröaste innere Voll- 
kommenheit zukommt, wodurch es gewissermaassen zum 
Musterbilde wird, mit dem sich an Klarheit und Deutlich- 
keit jede neue theoretische Vorstellung wird messen müssen. 

Wir werden femer yon der Grundannahme dner wenn 
auch groBseiif so doch endlichen Zahl von materiellen 
Punkten ausgdieil. Man sagt gewöhnlich, durch die Difife- 
rentialgleidiungeii werde ein zuerst von einer endUchen 
Zahl auQgehetides Bild ganz Termieden; allein das ist wieder 
Täuschung. Die Diffisrentialgleichungen fordern gerade so 
wie die Atomistik zunAchst die Torstellung einer grossen 
endlichen Zahl von Zahlenwerthen und Mannigfaltigkeits- 
punkten, d. h. Stellen in der Zahlenmanniglaltigkeit. Sie be- 
haupten nur hinterdrein, dass das Bild die Erscheinungen 
niemals exact darstelle, sondern nur um so mehr angenähert, 
je grösser man die Zahl dieser Mannigfaltigkeitspunkte und 
je kleiner man ihren Abstand wählt und da scheint mir wieder 
vorläufig die Möglichkeit noch gar nicht ausgeschlossen, dass 
das Bild bei einer gewissen sdiT grossen Zahl der Mannig- 
Mtii^eitspunkle die Erscheinungen am besten darstdle und 
bei weiterer YergrSsserung dieser Zahl sich wieder Ton ihnen 
entferne, dass die Atome in einer grossen aber endlichen 
Zahl exirtiren. 

Die qualitativen Chosetee der Natarerscheinungen und 
auch die quantitativen Beziehungen unter sehr einfachen 
Verhältnissen, z. B. die Bedingungen des Gleichgewichts eines 
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schweren FaraUdiepipedBy dessen Kanten sich wie 1:2:8 
▼erhalten, kann man freilich auch im Gfeiste ahbilden, ohne 
von einer sehr grossen endlichen Zahl Ton Elementen aus- 

zugehen. Sobald man aber die Gesetze bei complicirten Be- 
dingungen quantitativ angeben will, muss man immer von 
Differentialgleichungen ausgehen, d. h. zuerst eine grosse end- 
liche Zahl von Maunigfaltigkeitsp unkten sich vorstellen, also 
atomistisch denken, woran dadurch nichts geändert wird, 
dass man sich hinterher durch Vermehrung der Zahl der 
vorgestellten Punkte dem Continunm beliebig nahem kann, 
ohne es jemals zu erreichen. 

Doch wie dem auch sei, gerade heute hat es einen 
Beiz, die duichsichtigBte natnrwissensdialtiliche Disciplin, die 
Mechanik nach einer Methode zu behandehi, welche der 
momentan modernen gerade entgegengesetzt ist und Ton 
Tomherein ganz speciale Yorstellangsbilder zu Grunde zu 
legen. Der Leser wird sich vielleicht anfangs des Gefühls 
nicht erwehren können, dass wir blos ein Spiel mit|Gedanken- 
bildern treiben und die Wirklichkeit aus dem Auge verlieren. 
Unbekümmert darum werden wir zunächst trachten, das Vor- 
stellungsgebäude möglichst klar und widerspruchslos zu ge- 
stalten. Zeigt es sich dann in Uebereinstimmung mit der 
Wirklichkeit, so ist damit das Willkürliche in den Gnmd- 
vorstellungen entschuldigt. Wir wollten ja nichts, als ein 
Bild der Natur haben und dadurch, dass wir uns dessen 
klar bewusst sind, laufen wir nicht G^efiahr, dem Bilde mehr 
als der Er&hrong zu trauen ut^id gegen letztere blind zu 
werden. 

§ 2. Die der Lehre von Baum und Zeit enttehnten Gmnd- 
begriffe. Erste flrandsaiBahme. Continuitat der Bewegong. 

Jede Ortsveränderung geschieht im Verlaufe der Zeit 
und spielt sich im Räume ab. Die Lehre vom Räume als 
solchen und der Zeit als solcher haben wir daher voraus- 
zusetzen, ehe wir die Mechanik in Angriff nehmen. Die 
Zeit als Mannigfaltigkeit einer Dimension ist durch die in 
einer Dimension angeordnete Mannigfaltigkeit der Zahlen 
darstellbar, dagegen geben die Baumyerhältnisse zu einer 
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besonderen Wissenschaft, der Geometrie, Veranlassung. Die 
gesammte Lehre der rationalen und irrationalen reellen 
ZaMeu mit EinschlusB der Infinitesimalrechnung sowie die 
gesammte Geometrie setzen wir daher als bekannt yorans. 
Zwar involviren auch diese Wissenschaften manche prin- 
dpielle Schwierigkeiten. Doch dieselben übertragen sich 
^eichmäsaig auf alle Ansiditen Uber die Prindpien der 
Mechanik, da alle Ton Baun und Zdt ausgehen müBsen. 
Da -wir hier aber nur die der Hechamk dgenthflmlichen 
prindpidlen Schwierigkeiten besprechen wollen, so wollen wir 
uns um die der Arithmetik und Geometrie nicht kümmern. 

Wir können offenbar kein Bild von Körpern und Be- 
wegungen derselben erhalten, wenn wir alle Theile des ge- 
sammten unendlichen Raumes gleichmässig ins Auge fassen. 
Wir wollen daher zahlreiche einzelne Punkte desselben vor 
den übrigen hervorheben. Diese vor den übrigen ausge- 
zdchneten Eaumpnnkte nennen wir materielle Punkte. 

Um die Lage irgend eines der materiellen Punkte zu 
irgend einer Zdt zu definiren, denken wir uns zu allen 
Zdten im Bonme ein bestimmtes rechtwinkeliges Ooordi- 
natensystem Torhanden. Unter dem Orte unseres materiellen 
Punktes zur gegebenen Zdt yerstehen wir dessen Lage re- 
lativ gegen jenes Coordinatensystem, welche wir in bekannter 
Weise durch cartesische oderPolarcoordinaten oder sonst wie 
bestimmen. 

Das Coordinatensystem ist freilich nichts Reelles, allein 
darin liegt nach den hier zu Grunde gelegten Anschauungen 
keine Schwierigkeit, da es sich ja gegenwärtig blos um Con- 
struction eines Vorstellungsbildes handelt Wir werden später 
sehen, dass dieses Coordinatensystem in yerschiedener Weise 
gewählt werden kann. Wir werden auch sehen, dass der Ort 
eines materiellen Punktes statt durch seine relative Lage gegen 
dieses Coordinatensystem durch die gegen drd besonders 
herrorzuhebende materielle Punkte oder einen Körper, wdche 
gewisse Eigenschaften bedtzen mUssen, definirt werden kann 
oder auch gegen gewisse aus der G^esammthdt der Punkte 
abzuleitende G^erade oder Ebenen, so dass man in das Ge- 
dankenbild blos Gleichartiges (lauter materielle Punkte), nicht 
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auch dazu üoch ein Coordinatensystem au&nneBmen braucht 
Doch es wtede unser Bild nur Terwirren, wenn wir dies 
jetzt berQdcBiohtigen würden. Unser Bild besteht daher 
aus dem Cobrdinatensysteme und s&mmtliGhen materiellen 
Punkten, ^che zu jeder ^eit eine gegebehie Lage relativ 
gegen das tlootdinalensystem haben. Dass irit hoch Andere 
Coordinatensysteme wählen können, ohne dass das Bild Ton 
seiner Uebereinstiminung mit der Erfahrimg etwas einbüssen 
würde, kümmert uns einstweilen nicht. 

Ebenso wenig als die Frage nach der Möglichkeit, Lagen 
im Baume absolut zu bestimmen, macht uns die nach dem 
Kriterium der Gleichheit verschiedener Zeitintervalle von 
unserem Standpunkte Schwierigkeiten. Wir iingiren die 
Möglichkeit der CSonstruction eines Tollkommen sich gleich 
bleibenden Chronometers, der genügenden Abhaltung aller 
störenden Einflösse yon demselben und seiner Ersetzung 
durch ein anderes c^eich beschaffeneSi noch bevor es sich 
im Mindesten abgenutzt hat Ein Blick auf das Chronometer 
belehrt uns dann über den Werth derjenigen independenten 
Yariabeln, welche wir die 2ieit nannten. 

Ich bin weit entfernt mir einzubilden, dass es möglich 
sei, hier und im Folgenden jedes Wort vor dem Gebrauche 
exact zu detiniren. (Vgl. die erste Seite meiner Abhandlung 
„über die Frage nach der objectiven Existenz der Vorgänge 
in der unbelebten Natur^'.) ^) Die Ursache der Klarheit obiger 
Bilder liegt auf der Hand; es sind Vorschriften, räumliche 
Verhältnisse zn denken, welche sich jeder leicht angenähert 
mit Lineal und Bleistift oder Holzstäben und Stricknadeln 
sichtbar und greifbar darstellen kann und welche so geläufig 
sind, dass ihre blosse Vorstellung meist schon ohne Zeich- 
nung ausreichend klar ist Dabei wird von einem Miiiimnin 
▼on Vorstellungen Gebrauch gemacht Der üebergang von 
wenigen einzeln yorstellbaren Punkten zu sehr Tielen wird 
durch allgemeine Regeln übersichtlich vermittelt. Je mehr 
sich durch diese einfachen Bilder, die wir doch zur Dar- 
stellung gewisser Phänomene gegenwärtig sicher nicht ent- 



^) Wien. Sltsber., Bd. 106, S. 83, 7. JanuAr 1897. 
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behren kdiiiiiBii» dftristeUdh l&sst, desto begreifiklker mai» tms 
die Katar efaGhemen. 

Was nur durch Zuzieliüiig ähdefidr Voistellimgen er« 
klärt werden kann^ drsbheüit uns weit tknbegreiflicher. Jeden- 
felis aber soll tiiän auch bei Darlegung derartiger anderer 
Vorstellungen die Elemente, von denen man ausgeht, nicht 
blos unbestimmt andeuten, sondern ebenso aufrichtig und 
klar präcisiren, wie ich dies hier versuche. 

Wir wollen nun imser Bild weiter ausfuhren dadurch, 
dass wir uns bestimmte Gesetze für die Ortsveränderong 
aller dieser materiellen Punkte nkit der Zeit fingiren. An- 
nabme 1. Wir stellen uns vor, dass zur selben Zeit nie- 
mals zwei yerscbiedene materielle Punkte zttsamnienfellen 
resp. unendlich nahe anemander liegen, dass dagegen jedes- 
mal, wenn sich zu iigend emer Zeit irgend ein materidler 
Punkt an irgend einem Orte (natOrlich relatiT gegen unser 
Goordinatensystem) befindet, dann zu einer tknendlieh be- 
nachbarten Zeit sich ebenfells ein ilnd nur ein materieller 
Punkt an einem dem ersteren Orte unendlich benachbarten 
Orte befindet. Wir sagen, der letztere materielle Punkt 
ist derselbe wie der erstere und nennen dies das Gesetz der 
Continuität der Bewef^ung. Es giebt uns allein die Mög- 
lichkeit, denselben materiellen Punkt zu verschiedenen Zeiten 
wieder zu erkennen. Den Inbegriff aller Orte, an denen sich 
ein und derselbe materielle Punkt im Verlaufe aller Zeiten 
befindet, heisst die Bahn dieses materiellen Punktes, der 
Inbegriff deijenigen Orte, welche er ^riLhrend einer end- 
lich begrenzten Zeit durchlief, heisst der Weg wfthiend 
dieser Zeit 

Wir können das Gesetz der Continuität auch so for- 
muHren: Jedem materiellen Punkte, der zu einer gewissen 
Zeit gewisse Goordinaten hatte, entspricht zu einer unend- 
lich wenig verschiedenen Zeit ein und nur ein materieller 
Punkt mit je unendhch wenig verschiedenen Goordinaten, 
welcher derselbe materielle Punkt heisst, d. h. die Goordi- 
naten jedes materiellen Punktes sind continuirliche Functionen 
der Zeit, x =s ^{t), y x {ij, » = 'kpit). 
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§ 3. Zweite Onmdannalmie. Existenz der Differentialquotienten 
der Coordixiaten nach der Zeit. Begriff der Qesoliwindigkeit 

und deren Componenten. 

Wir wollen unser Bild weiter dahin ergänzen, dass die 
eben besprochenen Fonotionen g>(fi, ^(Q und zVi» welche 
die Abhängigkeit der Goordinaten jedes materiellen Punktes 
Ton der Zeit ausdrücken, erste und zweite Differential- 
quotienten haben sollen, die nirgends nnendlich werden, was 
wir die Grundannahme 2 nennen wollen. Wir wollen mit 
X, ?/, X resp. = x + y^^ = y + f}, x^ = z ^ die Goordinaten 
der beiden Raumpunkte A und Ä bezeichnen, wo sich ein 
bestimmter materieller Punkt zur Zeit t resp. i -j- t befand. 
a sei die Länge der Geraden A Ä. Wenn dann i constant 
bleibt und T immer mehr abnimmt, so muss also Folgendes 
eintreten: 

1. Der Quotient £/t nähert sich einer bestimmten end- 
lichen Grenze, welche wir mit u bezeichnen. Nach der 
Symbolik der Differentialrechnung wird sie mit dxjdt oder 
(f ' {t) bezeichnet. Dasselbe gilt för f^/r und £/r. Es ist also 

welche Grössen positiv und negativ und auch gleich Null 
sein können und die Componenten der Geschwindigkeit des 
materiellen Punktes in den drei Goordinatenrichtungen 
heissen. 

2. Da für jeden Wert Ton r die Gleichung 
bestehti so nähert sich der Quotient <r/r der Limite 

welche die G^eschwindig^eit des materiellen Punktes zur 
Zeit i heisst und nur einen endlichen positiven Wert ein* 
schliesslich der Null haben kann. 
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3. Wenn die letztere Limite nicht gleich Null ist, so 
nähert sich die Richtung der von Ä gegen Ä gezogenen 
Geraden jedenfalls einer bestimmten, in einem bestimmten 
Siime gezogenen Richtung im Räume, welche die Richtung 
der Geschwindigkeit des materiellen Punktes zur Zeit t heissi 
Wir wollen allgemein die Winkel einer beliebigen gerichteten 
(in einem bestimmten Sinne gesogenen) Geraden O mit den 
podtiTen Coordinatenaxen mit {Ot^)f (C^>y) den 
Winkel zweier gerichteter Geraden O nnd S mit {O, H) 
bezeichnen. Da für jeden Werth Ton r die Gleichung 
I SS IT cos {<Tjx) mit zwei analogen, fttr die beiden übiigen 
Ooordinatenaxen geltenden besteht, so ist auch: 

3) u ^ c eoa {c,x)f v 0 cos {o,y), w ^eeoB(OfZ), 

Seien A", Ä", .... A^*^ die Raumpunkte, wo sich der 

materielle Punkt zu den Zeiten < + 2r, < + 3r, .... t-{- nr = T 
befindet, so nähert sich dann, wie die Integralrechnung lehrt, 
auch die Summe der Geraden AÄ, ÄA", . . . . ^^"-^M^"), 
wenn r immer mehr abnimmt, dagegen t und das Product nr 
constante endliche Grössen sind, einer bestimmten Limite, 
welche der in der Zeit T t zurückgelegte Weg heisst und 
nach der in der Integralrechnong üblichen Symbolik mit 

T 

Jodt bezeichnet wird, wobei man noch häufig da für edt 

t 

schreibt, so daas 

ist Die erste der Gleichungen 1) hat keine andere Be- 
deutungi als dass der Zuwachs | der Abscisse sich yon dem 
mit II multiplicirten Zuwachse r der Zeit nur um eine 
Grosse unterscheidet, welche durch r dividirt sich mit ab» 
nehmendem r der Grenze Null nähert Die Bedeutung solcher 
Gleichungen wird besonders kurz und anschauMob ausgedrückt, 
wenn man die Zuwächse der Variabehi gleicb an&ngs durch 
' den betraffenden Yariabehi Torangestellte Differentialzeichen 
bezeichnet Die Gleichheit zweier Difierentialausdrücke be- 
deutet dann nichts anderes, als dass sich dieselben nur um 
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eine Grösse unterscheiden, welche durch eines der Diöe- 
reiitiale (wenn der Coefticient eines derselben Null ist, muss 
dieses gewählt werden) dividirt^ sich mit abnehmendem 
Weirthe des Nenners dlir Ghfenze Null nähert (unendlich 
klem hOheifelr Qrdnimg ist). Die GleichlieH zweiet Diffe- 
iMtialaosdrllcbB ist daher eilwiesen, WeHü man geometiisch 
oder sonst wie zeigen kanii^ dass ihr TJutdMchied unendlich 
klein höhere^ Ordnung isi 

Wit woUen uns sehr häufig der Gleichungen zwischen 
Differöntialausdrücken in diesem Sinne bedienen und schreiben 
daher die Gleichungen 1), 2), 4) einfacher in der Form: 



Die letzte dieser Gleichungen besagt, dass sich der Unter- 
schied zwischen dem sehr kleinen Wege da und der mit e 
mnltiplicirten Zeit dt, während welcher er zurückgelegt 
wurde, durch dt dividirt der Grenze Null nähert, woraus 
sofort folgte dass die Summe fds aller während einer end- 
lichen Zeit zurückgelegten Wege gleich dem Integrale fcdt 
ist, wenn e als Function der Zeit gegehen ist 

Es giebt wie bekannt auch Functionen, welche bei 
jedem unendlich kleinen Zuwachs des Argumentes unend- 
lich wenig wachsen, ohne dass sich für irgend einen Werth 
des Argumentes der Quotient des Zuwachses des Argumentes 
in den der Function bei unendlicher Abnahme des ersteren 
irgend einer bestimmten Grenze nähert; daher folgt aus der 
Annahme 1 noch keineswegs die Annahme 2. Jeder, der 
einmal Mechanik studirte, wird sich wohl erinnern, welche 
Schwierigkeiten ihm das Verständniss der Beweise machte, 
dass die Bewegung während einer seht kurzen Zeit als ge- 
radlinig und gleichförmig^ die Sräite wShj^d einer solchen 
als tinyeränderlich betrachtet weMen können. Diese Schwierig- 
keiten liegen ein&oh darin, dass die betrefifenden Beweise 
gar nicht richtig sind. 

Die analytischen Fuuctioneu haben wir ja gerade zur 
Darstellung der Erfahrungsthatsachen gemacht Ihre Difle- 
rentürbarkeit kann nicht als Beweis für die Differentürbar- 



4a) 



dx^udt, dy^vdt, dsc^wdt. 
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keit emi^ujach gegßben^ Fm»o1jpli64 gelten, da ja die JißltüL 
der dßQkbfmB^ mdiffareiitwlHiim Fonelipne^ geriMle ao im- 
endUdi gross i^l^ wie die der diff^re^tdirbaren, Ebenso i^t 
die Thatsa>cbe, dass jeder mit der Sand oder einer Mascbine 

gezogene Strich dem Habitus einer difFerenzirbaren Function 
entspricht, nur ein Beweis, dass, so weit heute unsere Be- 
obachtungsmittel gehen, die Piflferentiirbarkeit der in der 
Mechanik empirisch gegebenen ^potigpen ebe|i etw^ i^p- 
fahrungsmässig Gegebenes ist. 

Deshalb haben wir ohne jede 3e8chönigung die piffe- 
rentiirbarkeit einfach als Annahme hingestellt, welche n^t 
den biflbeijgen Si:fiMinmgsÜiat8aobß|i ttbereinsloqpit. 

§ 4. Binfahmng der Tee^ren. 

Im Folgenden inrd nns die Vectorredmung oft nütz- 
lich sein. Wir wallen dahw ihre QrondbegrifFe schon an 
diesem einfachen Falle erörtern. Unter einem Vector Ter- 
stehen wir eine endliche Gerade von bestimmter Länge, be- 
stimmter Richtung und bestimmtem Sinne (Angabe, welcher 
ihrer Endpunkte als Anfangs-, welcher als Endpunkt anzu- 
sehen ist). Da der Zweck des Vectojrs nur der sein soll, 
uns diese drei Dinge zu versinnlichen, so ist es, so lange 
der Vector nicht noch etwas anderes ß,ußdrij,cjten soll, gleich- 
gültig, von welchem Punto des Baumes a^B er gßzogen wird. 
Am häufigsten wollen wir einen Vector vom Ooordinaten- 
nrsprqnge O ans siehen (dji^sen f^is Anfang^pmikt der Ji^- 
treffienden Oeraden w^en). 

ün^r der Sumne zweier 7ectorep (Vector^nmipe) yer- 
stehen wir einen dri^bteni den wir erhalten, i^efin wir yom 
Endpunkte des einen Vectors aus den zwjsiten Vector auf- 
tragen und den Anfangspunkt des ersten mit dem End- 
punkte des so erhaltenen zweiten Vectors verbinden. Die 
8umme wird also aus den beiden Vectoren so erhalten, wie 
nach dem Kräfteparallelogramme die Resultirende zweier 
Kräfte. Ein Vector, dessen Summe mit einem zweiten einen 
dritten Vector liefert, heisst die Dilierenz (Vectordifterenz) 
des dritten und zweijtep> Vec^M». Wenn die Projection eines 
Vectors auf die Absoiaacmaie i^eich der Summe der Pro- 
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jectionen zweier anderer Vectoren auf die AbsciBsenaxe ist 
und dasselbe yon den beiden anderen Coordinatenaxen gilt, 
80 ist, wie man sofort siebt, der erste Vector die Snnmie 

der beiden anderen. Dasselbe gilt für die Differenz zweier 
Vectoren und für die Summe von mehr als zwei Vectoren. 
Um letztere zu finden, muss man zur Summe des ersten 
und zweiten den dritten addiren u. s. w., daher vom End- 
punkte B des ersten Vectors AB eine Gerade BC gleich 
lang und gleich gerichtet wie der zweite Vector, vom End- 
punkte C dieser Geraden eine Gerade OD gleicb lang nnd 
gleich gerichtet wie der dritte Vector u. 8. w. ziehen. Die vom 
AnfEmgspnnkte Ä des ersten Vectors znm Endpunkte M der 
letzten dieser Geraden gezogene Gerade ist dann die Snnmie 
aller Vectoren. Die Figur 

5) ABCD...M, 

die natürlich nicht in einer Ebene zu liegen braucht, heisst 
das Vectorpolygon, spcciell, wenn die Vectoren Kräfte dar- 
stellen, das Kräftepolygon. 

Wir könntm offenbar die Lag(3 beliebiger materieller 
Punkte zu einer beliebigen Zeit auch durch die Vectoren 
darstellen, welche man Ton irgend einem Baumpunkte, z. B. 
vom Coordinatenursprunge gegen diejenigen Eaumpunkte 
ziehen kann, in denen sich die materiellen Punkte zur be- 
treffenden Zeit befinden. Die Entfernung ÄÄ' der Baum- 
punkte A und Ä, wo sich ein materieller Punkt zu den 
Zeiten i und t + r befindel^ kann dann ebenfalls als Vector 
betrachtet werden und zwar ist derselbe die Differenz der 
Vektoren OÄ' und OA^ welche die Punkte A und A' mit 
dem Coordinatenursprunge O verbinden. Wir können yon 
emem beliebigen Punkte, z. B. vom Coordinatenursprung 0 
aus auch einen Vector Ob ziehen, welcher gleich gerichtet 
und gleich lang wie A Ä ist. Da jedoch die Länge von A Ä 
mit abnehmendem r selbst bis ins Unendliche abnimmt, so 
können wir auch die Länge dieses Vectors 06 im Verhält- 
msse von r zu irgend einer ein für ftll^mft^ unveränderlich 
gewählten Zeit (der Zeiteinheit) vergrössem. Die Grenze OB, 
welcher sich der so yergrösserte Vector mit abnehmendem r 
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nSliert, nennen wir den Geschwindigkeitsvector des be- 
treffenden materiellen Punktes zur Zeit t. Er selbst stellt 
die Geschwindigkeit des betreffenden materiellen Punktes in 
Grösse und Richtung, seine Projectionen auf die drei Coor- 
dinatenaxen, deren Componenten u, v, w dar, und zwar 
gleichgültig, Yon welchem Punkte des Baoxaes aus er ge- 
zogen wird. • 

g 5. Begriff der Beaclileiinigqng und deren Componenten. 

Wir haben in dieGnmdaimahme 2 ondbi dieBedingmig anf- 
genommen, dasB die Ooordinaten zweite Differentialquotienten 
nach der Zeit hesitzen. Wenn diese Dififerentialquotienten 
wShrend einer endlichen Zeit nr gleich Nnll sind, so liegen 
die Verbindungslinien ÄÄ, ÄÄ'y Ä'Ä'". . . der Raumpunkte, 
wo sich der materielle Punkt zu den Zeiten t + < + 2 t, 
, . . t nr befindet, alle in ein und derselben Geraden und 
sind alle untereinander gleich lang; die Bahn des materiellen 
Punktes ist also eine Gerade und es werden in gleichen 
Zeiten gleiche Wege zurückgelegt. Die Geschwindigkeit ist 
constanty die Bewegung gleichförmig. Jede Beschleunigung 
oder Verzögerung der Bewegung, jede Krümmung der Bahn 
nach der einen oder anderen Seite ist also dadurch bedingt, 
dass die zweiten Differentialquotienten der Ooordinaten nach 
der Zeit Ton Nnll Yerschiedene Werthe haben. Es sind 
daher jetzt vor allem anderen die Werthe dieser zweiten 
Differentialquotienten zu studiren. 

Ein materieller Punkt möge sich wieder zu den Zeiten 
^, < + T und < + 2 T in den Raumpunkten A, Ä und Ä' he- 
hnden, deren Projectioueu auf die Abscisscuaxe D, i/, D' seien 
(s. Fig. 1). a:, ?/, % resp. y'^ % und a;", 2/", %' seien die Ooor- 
dinaten des materiellen Punktes zu den Zeiten t resp. t + r 
und t -\- 2 t. Daun ist bekanntlich der zweite Differential- 
quotient der Abscisse x des materiellen Punktes nach der Zeit, 
welchen mau die Oomponente der Beschleunigung dieses 
materiellen Punktes in der Abscisseniichtung nennt, gleich 
der Limite des Ausdrucks 
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für \mendlich abnehmende r; nun sind aber die Strecken 
D U und DU' die Projectionen der Vectoren AÄ und A' A" 
auf die Abscissenaxe. Der Zäliler des Brncl^es der Formel 6 
ist also die Projection der Differenz dieser beide^ Vectoren 
auf die Absciasenaxe. Da es hierbei offenbar gleichgiütig 



setzen. Die Verbindungslinie EA" der Endpunkte der beiden 
Vectoren ÄJß nn4 ÄÄ' oder eine ihr parallel yom Goordi- 
naAennzBiipuige ans gezogene gleich la^ Gerade Oö stellt 
also die Piffer^ der beiden y^^ten ÄJl imd A Jl dar. 
Die Proje^r^qn von Oc oder "BAI* $o Abscissenaxe ist 
4aher gleich dem Z&Wer der Form^ 0. Pie ^iunitey welcher 
sich diese durch r* dindirte Differenz nfthert^ ist die Compo- 
nente der Beschleunigung in der Abscissenrichtung. Da das- 
selbe von den ])eiden übrigen Coordinatenrichtungen gilt, so 
giebt uns also der Vector EÄ' oder Oc ein genaues Bild 
von der Krümmung der Bahn, sowie von der Beschleunigung 
oder Verzögerung der Bewegung. Man wird die Länge 
dieses Vectors wieder lieber im Verhältnisse von zum 
Quadrate der gewrihlten Zeiteinheit vergrössert zeichnen. 
Die Limite OG^ welcher sich der so vergrösserte, Tom Goor^ 
dinatenurspnmge i^ns gezogene Vector bei constantem i nnd 
abnehmendem t nSherty heisst der Vector der Beschleunigung 
oder nocl^ kürzer einfach die Beschleunigung des betreffen- 
den matoriellen Punktos zur Zeit U Seine Compqnenten 
in den d^ei Coordinatenrichtungen sind gleich dem, was wir 
schon früher die Componenton der Beschleunigung in den 

drei Coordinateniichtongen genannt haben, also gleich 



z 
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ist| Ton welche^ Punkte 
aus man die Vectoren auf- 
trägt, so wollen wir die 
beden Vectoren yon dem- 
selben Raumpunkte aus 
auftragen, also z. B. den 
Vector AÄ durch einen 
gleich langen und gleich 
gerichteten, von Ä aus 
gezogenen Vector Ä E er- 
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resp. und . Die Gesammtlänge des Vectors 0 0 
ist die pontive Quadratwurzel aus: 



SelbstTerständlich hätte man denselben Vector 0 C auch 
erhalten, wenn man die Endpunkte der beiden Geschwin- 
digkeitsrectoren OB und OB des materiellen Punktes zu 
den Zeiten t und < + r durch eine Gerade verbunden und 
die Limite gesucht hätte , welcher sich diese GFerade durch 
V dindirt nähert 

Seien {g,x), {g,y) und {g,z) die Winkel zwischen der 
Beschleunigung unseres materiellen Punktes (d. h. dem Vector 
O Cf)j und den drei Coordinatenaxen und g die Grösse dieser 
Beschleunigung (d.h. die Länge dieses Vectors); dann ist also: 

= ^ cos(i7,x), (iOs{gyy), ^ = ^ (co8(^,4 

Wenn die Beschleunigung eines materiellen Punktes in 
einem Falle durch irgend einen Vector 0 C, in einem andern 
Falle durch einen andern Vector OD dargestellt ist, so 
verstehen wir unter der Summe dieser beiden Beschleu- 
nigungen diejenige Beschleunigung, welche durch die Summe 
der beiden Vectoren 00 und OD dargestellt wird. Sind 
die Componenten der Beschleunigung 00 nach den Coor* 
dinatenrichtungen gleich 

«Pffi d^xi 
di^ * dfi * "Si*"' 

die der Beschleunigung OD 

<Paib d*y> d**! 
df^ * dfi * di^ > 

so sind die Componenten der Summe beider Beschleunigungen 

^> dP d<» d*« ' di^ dp ' 

Analog definiren wir die Summe von drei und mehr 
Beschleunigungen. 

BoUimftnii, Msehnlk L 2 
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§ 6. Graadamuüune 3 — 7. 

Es sei eine beliebige Anzahl (n) materieller Punkte ge- 
geben. Zu irgend einer Zeit t sollen sich dieselben in den 
Raumpnnkten A^, A^, A^ , , , A^ befinden. Wir erj^knzen 

nun unser Bild durch folgende weitere Grundannahmen, 
welche uns die Beschleunigungen aus der Consteliation der 
materiellen Punkte finden lehren. 

Grundannahme 3. Die (im Sinne des obigen als Vector 
zu denkende) Beschleunigung irgend eines materiellen Punktes 
ist gleich der Summe von » — 1 (ebenso zu denkenden) Be- 
schleunigungen, von denen jede die Richtung der durch den 
betrachteten materiellen Ponkt und einen der übrigen ma- 
teriellen Punkte gezogenen Geraden hat und als die Yon 
jenem zweiten Punkte dem ersten ertheilte Beschleunigung 
oder als die Beschleunigung des ersten materiellen Punktes 
durch den zweiten bezeichnet wird. 

Grundannahme 4. Die Beschleunigung irgend eines 
materiellen Punktes durch einen zweiten ist immer entgegen- 
gesetzt gerichtet, der des zweiten durch den ersten. Wenn 
also die erste Beschleunigung die Richtung der von dem 
ersten gegen den zweiten Punkt gezogenen Verbindungslinie 
hat (Fall B), so hat die zweite die Richtung der von dem 
zweiten gegen den ersten Punkt gezogenen Verbindungslinie. 
Man sagt dann, die beiden materiellen Punkte ziehen sich 
an. Hat dagegen die erste Beschleunigung die Richtung 
der Verlängerung der vom zweiten gegen den ersten Punkt 
gezogenen Verbindungslinie über den ersten Punkt hinaus 
(Fall A)^ so hat auch die zweite Beschleunigung die Bich- 
tung der Verlängerung der von dem ersten gegen den zweiten 
Punkt gezogenen Verbindungslinie über den zweiten hinansi 
die beiden materiellen Punkte stossen sich ab. 

Grundannahme 5. Die Grösse der Beschleunigung g^^ 
eines beliebigen materiellen Punktes durch einen beliebigen 
anderen hängt weder von der absoluten Lage der beiden 
Punkte im Räume, noch von dem Absolutwerthe der Zeit, 
noch von der Beschafi'enheit der Umgebung oder der Ge- 
schwindigkeit der betreffenden Punkte^ noch von der Richtung 
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ihrer. YerbindungBliiiie im Baumen sondern allein von der 
-Unge r^, dieser Yerbindangslinie ab. Sie ist also allein 
eine Function i^Cr^^) <lim' lAnge. Wir geben der Function 
F{r^^) das positive oder negatire Vorzeichen, setzen also, 
da wir der Beschletinigung g^^ als einem Yector immer das 
positive Vorzeichen geben, g^^ = + F{r^r.) oder — F{r^^\ je 
nachdem die beiden Punkte sich abstossen oder anziehen, je 
nachdem also die Beschleunigung in die Richtung der Ver- 
längerung der Verbindungslinie oder in diese selbst fällt. 
Die Form dieser Function lassen wir vorläufig noch toII- 
ständig unbestimmt^) 

Grandannahme 6. Die Grösse der Beschlennigung, 
welche der erste materielle Punkt dem zweiten ertiieilt, 
braucht zwar nicht gleich der zu sein, welche umgekehrt \ 
der zweite dem ersten ertheilt Beide Beschleunigungen 
stehen jedoch in einem zn allen Zeiten und in allen Ent- 
fernungen constantem Yerhfiltnisse. Setzen wir daher die • 
GhrÖese der Beschleunigung des zweiten materiellen Punktes 
durch den ersten gleich (jl^ F{r^^), so ist /i^ eine fikr dieses 
Pnnktepaar zu allen Zeiten nnd in allen Entfernungen con- 
stante Grösse. Sie ist wesentlich positiv, da wir auch für 
den zweiten Punkt im Falle der Anziehung g^^ =s 4- 
im Falle der Abstossung g^^^ = — ^(^12) setzen. 

Grundannahme 7. Ist r^g die Entfernung desjenigen 
materiellen Punktes, welchen wir den ersten genannt haben, 
von einem ebenfalls beliebigen dritten materiellen Punkte 
nnd 0 (r^j) die Beschleunigung des ersten materiellen Punktes 
durch den dritten, ferner jw, ^(ti^) die des dritten durch 
den ersten materiellen Punkt» so steht immer die Beschien- 
nigung des zweiten materiellen Punktes durch den dritten 



*) Hier ist allerdings ohne erhebliche Störung der Klarheit eine 
Yerallgemeinerimg des Bildes möglich und auch versucht worden, 
dnzeh die Ammhme, das die Fimetion F auch den eisten oder, sogar 
den «weiten Diiferentialqnotienten Yon rj, nach der Zeit entUUi Ist 
letaterer linear darin enthalten, so kann man auch sagen, dasa die 
Factoren m, von denen später die Rede Bein wird, nicht constant 
sind. Doch hat diese Verallgemeinerung so wenig praktische Be- 
dentttng erlangt, daas wir hier nicht weiter darauf eingehen wollen* 

a* 
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zu der des dritten durch den zweiten im oonstanten Ver- 
bältnisse fi^ift^, eo dass, wenn r„ die Entfemong der letz- 
teren beiden materiellen Pnnkte nnd ^(r^) die Besehien- 
mgong dee zweiten materiellen Panktee dnrbh den dritteu 

ist, dann ^(r^ die des dritten durch den zweiten 

sein muBS. 

Um dieser Annahme einen mehr Symmetrischen Ans- 
dmck zu Terlelheni bezeichnen wir mit eine ganz be- 
liebige» aber zu allen Zeiten und an allen Orten constante 
positire Zahl und setzen: 

Ferner bezeichnen wir die Grösse . F{r^2), welche 
offenbar ebenfalls eine Function von r^^ wird, die 

dasselbe Vorzeichen wie F(r^^) hat, mit fu(ri^)i die Grössen 

^ 0(r^,) und ^ Uf{r,,) mit f,,{r,,) und f,,{r,,). Dann 

können wir die obigen Kelationen in der folgenden sym- 
metrischen Form schreiben: 

*^9u = ^ffti = ± fit (rit), 

^ 9i3 = ^sSfii = ± fl3 (^is) » ' 

^2 923 = fn^98t = ± fiS i^23) > 

wo im Falle der Abstossnng das positive, in dem der An- 
ziehung das negative Zeichen gilt 

Ziehen wir einen vierten materiellen Punkt in den Kreis 
der Betrachtungen, so kdimen wir erfiBlirungsm&ssig oon- 
statiren die Beschleunigungen 

weiche der erste, zweite und dritte materielle Punkt in den 
Entfernungen Tj^, und durch den vierten eriahren, 
ÜBmer den Factor fi^, mit den man die Beschleunigung 
(^1«) multiplidren muss, um die Beschleunigung g^^ des 
vierten materiellen Punktes durch den ersten zu erhalten. 
Da die Gmndannahme, welche wir die Grundannahme 7 
nannten, für je drei beliebige materielle Punkte gelten soll, 
so muss dann die Beschleunigung des vierten materiellen 
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Punktes durch den zweiten gleich (r^^) und die Be- 

schleunigung des vierten materiellen Punktes durch den 
dniten gleich ^i(^m) Wenn wir n«n genmt wie 

früher setzen 

80 erhalten wir: 

«H^M " **4^41 " ± /i4('s4)> 

Die Ausdehnung dieser Gleiclmngen auf mehr als Tier 
materielle Punkte hat keine Schwierigkeit. 

§ 7. Mafse und Kraft. 01eielüieit der Wirkung und 

Oegenwirkmig. 

Wir erhalten nach dem im vorigen Paragraphen Ge- 
sagten für jeden materiellen Punkt eine bestimmte Zahl w, 
welche wir dessen Masse nennen und für je zwei materielle 
Punkte eine Function f(r) ihrer Entfernung r, welche wir 
die zwischen diesen materiellen Punkten in dieser Entfernung 
wirkende Kraft nennen. Den Ahsolutwerth von f(r) be- 
zeichnet man als die Intensität dieser Kx9&, sowold der 
Kraft, welche der erste Punkt auf den zweiten aoBübt, und 
welche gleich dem Prodnote der Masse des ersten in die 
Beschlennignng ist^ die er durch den zweiten erfährt, als 
auch der £nift des zweiten Punktes auf den ersten, die 
gleich dem Prodnote der Masse des zweiten in dessen Be- 
schleunigung durch den ersten ist Die Inteittitftt der Kraft soll 
also wie dei^Absolutwerth der Beschleunigung als wesentlich 
positiv betrachtet werden. Die Richtung der Beschleunigung, 
welche der zweite Punkt dem ersten ertheilt^ nennt man die 
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Richtung der von dem zweiten auf den ersten ausgeübten 
Kraft. Sie ist immer entgegengesetzt wie die Richtung der 
. vom ersten auf den zweiten ausgeübten Kraft und gegen den 
zweiten oder .Yon ihm weg geriditety je nachdem. /(r) negatiy 
oder positiv ist. 

Die Ton einem materiellen Punkte auf einen zweiten, 
ansgetthte Kraft ist also immer gleich, aber entgegengesetzt 
gerichtet der von dem zweiten auf den ersten ansgellbten. 
Man sagt auch, Wirkmig und Gegenwirkong sind gleich« 
aber entgegengesetzt gerichtet 

Wir sagen der Kürze halber, die zwischen zwei Pankten 
wirkende Kraft ist eine Centrikraft, womit wir ausdrücken: 
1. dass ihre Intensität nur Function der Länge der Ent- 
fernung der beiden Punkte ist, 2. dass ihre Richtung in die 
Richtung der Verbindungslinie derselben fällt, 3. dass Wir- 
kung und Gegenwirkung gleich und entgegengesetzt gerichtet 
siad. Damit die Bewegung sicher eindeutig bestimmt ist, 
nehmen wir noch an, dass die natürlich eindeutige Function 
der Entfernung r, welche die Kraft giebt, für alle in Betracht 
kommenden Werthe des r eine endliche erste Ableitung hat 
(incL Nnll) oder dass wenigstens der Quotient des Zuwachses 
Yon r in den dazu gehörigen Zuwachs yon f{r) für diese 
Werthe Ton r niemals unendlich wird. 

Yön den Massen m aller materiellen Punkte ist eine 
ganz willkttrlidi. SSmmtliche anderen aber sind durch diese 
eine und durch die Erfahrungsthatsachen bestimmt. 

Obwohl ich statt aller Citate lieber vorausschicke, dass 
ich in diesem Buche blos Bekanntes darstelle und keinen 
der angeführten Sätze selbst gefunden zu haben beanspruche, 
so will ich doch hier, da dies vielleicht weniger bekannt 
ist, erwähnen, dass die auseinandergesetzte Deluoition der 
Masse von Mach stammt^) 

Es würde unser Bild vereinfachen, wenn, wir die Massen 
aller materiellen Punkte gleich annähmen, also Toraussetzten^ 
dass sich je zwei materielle Punkte gleiehey aber entgegen- 
gesetzte Beschleunigungen ertheilen. WMe man dann an- 



^) Garra Repertorium, Bd. 4. 
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nehmen, dass in dichteren Körpern einfach mehr materielle 
Punkte auf die Yolnmeinheit entfallen^ so könnte man alle 
Erscheinungen ebenso gut darstellen. Auch einen mate- 
riellen Pankt von der Masse m könnte man sich sehr an- 
genähert durch m sehr nahe, fest Terbnndene materielle 
Punkte Ton der Masse 1 darstellen. Ich habe das all- 
gemeinere Bild blos deshalb aooeptirt^ weil es ebenÜEÜls mit 
keiner Unklarheit oder Unbestimmtheit behaftet ist 

NatHrlieh smd die hier gemachten Grandannahmen 
organisch miteinander verbunden, so dass man vielfach in 
Widersprüche gerathen würde, wenn man nur eine oder 
wenige fallen liesse oder veränderte, während man die 
übrigen unverändert beibehielte. So kann man z. B. zeigen, 
dass, wenn man die Unabhängigkeit der Beschleunigung, die 
sich zwei materielle Punkte ertheilen, von ihrer Lage im 
Baume und vom Absolutwerthe der Zeit annimmt, aber eine 
der Annahme 4, 5 oder 7 fallen lässt, die Geschwindig- 
keit zweier fest verbundener materieller Punkte mit der 
Zeit ins Unendliche wachsen kannte, wobei natürlich noch 
vorausgesetzt ist» dass die Wirkung der Vorrichtung^ welche 
sie (nahe) fest verbindeiv selbst durch Erftfte erzeugt is^ die 
unseren Annahmen entsprechen. Daraus folgt jedodi selbst- 
yerstftndlich nidit, dass sich die Gesammtheit unserer An- 
nahmen durch das Energieprincip oder andere allgemeine 
Principien ersetzen liesse. Die Möglichkeit, einen Theil 
unserer Gnmdannahmen durch derartige Principien zu er- 
setzen, will ich keineswegs leugnen. 

Ja man könnte sogar statt von dem Begriffe der Be- 
schleunigung von der Gleichung der lebendigen Kraft aus- 
gehen, indem man z. B. yoranssetzt, dass diese Gleichung für 
jede Goordinatenrichtung gesondert gilt. Es dürfte dies bei 
der wichtigen Bolle, die das Energieprincip in der gesammten 
Natur spielt^ nelleicht Manchem sympathisch sein. Doch 
&nd ich keine Möglichkeit» die Ersetzung der hier gemachten 
Grund iftinabmen durch allgemeinere Principien in einer Weise 
zu bewerkstelligen, wodurch die Qrundannahmen wiridich 
wesentlich yereinfacht wfirden. Ich habe mich darum auch 
nicht besonders bemüht, da mir dies keineswegs wesentlich 
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und aussichtsvoll vorkommt, sobald man sich doch entschliesst, 
von der Fem Wirkung materieller Punkte auszugehen und 
erst aus dieser das Hamilton' sehe Princip, die Gleichungen 
der Elasticitätslehre and Hydrodynamik etc. abzuleiten. 

§ 8. Allgmeine Bewafl^imgiflmelniiigeit 

Falls die zwischen zwei materiellen Punkten, deren 
Coordinaten a;^, y^y resp. Xg, y^^ seien, wirkende Kraft 
eine abstossende ist, fallt, wie schon bemerkt, die Beschleu- 
nigung des ersten materiellen Punktes durch den zweiten 
in die Richtung der Verlängerung der vom zweiten gegen 
den ersten gezogenen Geraden r^^, welche mit den podtiven 
Ck>ordinatenaz6n Winkel bildet^ deren Cosinus 

a^-gi yi~y» «I*-«, 

sind. Dies sind also die Cosinusse der Winkel {g^2^^)y 

{9i2»y)> {9i2>^)> welche die Beschleunigung ^^n posi- 

tiven Coordinatenaxen bildet. Dann ertheilen wir auch der 
Function f^^ (^12) positive Vorzeichen. Würde also der 
erste materielle Punkt nur durch den zweiten beschleunigt» 
so hätte man nach Formel 7) 

== ir„ cos (^,, , a:) = ^ /i, (rj 

mit zwei analogen Gleichungen für die y- und »-Axo. Wenn 
die Beschleunigung die entgegengesetzte Richtung hat, so 
nehmen wir sie wieder positiv, geben aber dem Cosinus das 
entgegengesetzte Zeichen, setzen also 

C08((?^„a;) = i2i^. 

Da wir aber dann auch der Funktion f^^ (r^^) ^ entgegen- 
gesetzte Zeichen geben, so ist auch in diesem Falle 
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Nach der dritten Ghmndannahme ist nun die gesammte 
Beschleunigung des ersten materiellen Punktes die Vector- 
8umme der verschiedenen Beschleunigungen, die er von allen 



Digilized by Google 



GL 9.] I. §8. Bewegungfl^eiehiiiigsn. ^5 

Übrig«a matoiieUen Ponkten edOtai, und nadi 8) ist dann 
die Gesammteomponente der Besohleanigimg in der Abedssen- 
riditimg gleich der gewabnlidien algebraisdieii Snmme der 
einzelnen Beschlennigungen. Man hat also allgemein 

mit zwei analogen Gleichnngen fUr die beiden übrigen 
Coofdinaten nnd Sn — 3 analogen Gleichnngen ftr die 
anderen materiellen Punkte. 

Die ftber nnd nnter dem Snmmenzeichen angegebenmi 

Werthe der Grösse, nach der zu summiren ist, drücken 
(wie im Folgenden immer) aus, dass im Ausdrucke, dem das 
Summenzeichen vorgesetzt ist, dieser Grösse alle positiven 
ganzen Zahlenwerthe vom unten bis zum oben angegebenen 
incl. zu ertheilen und dann alle so gebildeten Ausdrücke zu 
addiren sind. Wir bezeichnen mit <Pf,}t(rhj) das unbestimmte 
Integrale / ^kiK*)^***** wobei der Integrationsconstante ein 
beliebiger specialer Werth ertbeilt werden kann. 

Femer werden wir oft nöthig habeui in einem Aus- 
dmcke, welcher die Goordinaten beliebiger unserer mate- 
riellen Punkte enthUt, einer einzigen dieser Coordinaton 
einen sehr Ideinen Zuwachs zu ertheilen, alle anderen con- 
stant zu lassen. Die Znn^hse, welche in solcher Weise 
entstoben, nennen wir partielle und bezeidmen sie durch 
das Zeichen d. Sie sind nicht zu verwechseln mit den Zu- 
wächsen, die während der Zeit dt eintreten (den totalen); 
denn während dieser Zeit ändern sich im Allgemeinen alle 

Goordinaten. So hat der partielle Differentialquotient 

von r^j^ nach a?^ folgende Bedeutung: man ertheile von allen 
Goordinaten nur dem a;^ einen kleinen Zuwachs, suche den 
dadurch erzeugten Zuwachs von r^^^, dividire ihn durch den 
Zuwachs von Xj^ und suche endlich die Limite, welcher sich 
der Quotient mit abnehmendem Zuwachs des nähert Da 

ist, 80 findet man nach den Regeln der DiÖ'erenüakechnung: 



Digiiizeü by Google 



26 



I. § 8. Bewegungsgleichuugeu. [Gl. 10. 11. 



ebenso 

Ferner folgt gem&ss der Definition der Fonetionen 9 

und analog für ^ und 

Wir wollen nun in dem Ausdrucke ^Pft^Cr^J der Beihe 
nach h gleich jeder positiven ganzen Zahl von eins bis n 
incl. und für jedes h wieder k gleich jeder dieser Zahlen 
mit Ausnahme der, die gleich k ist, setzen. Die Summe 
aller so erhaltenen Ausdrücke bezeichnen ivir mit 

Die Gleichung 9) kann dann in der Form geschrieben 
werden: 

mit zwei analogen Gleichungen für die beiden anderen 
Coordinatenazen und 3 n ^ 3 analogen für die anderen 
materiellen Punkte. Die in irgend einer Ooordin&tenrichtung 
auf irgend einen materiellen Punkt wirkende Eraftcomponente 
ist daher die negative partielle Ableitung der Function V 
aller Coordinaten (der Kraftfunction) nach der betreffendtu 
Coordinate. 

Für mein Gefühl liegt in den Differentialquotienten 
nach der Zeit noch eine gewisse Unklarheit. Abgesehen 
von den wenigen Fällen, wo sich eine analytische Function 
finden lässt, Welche genau die vorgeschriebenen Differential- 
quotienten nach der Zeit hat, wird man behufs Herstellung 
eines Zahlenbüdes die Zeit immer in eine endliche Zahl von 
Zeittheilen getheilt denken müssen, bevor man zur Limite 
übergeht.^) Vielleicht sind unsere Fonndn nur der sehr 
angenäherte Ausdruck für Durchschnittswerthe, die sidi aus 



0 VgL Wien. Sitsber. 105, 8. «18, 1896. WM. Ann. 00, 
S. 886, 1897. 
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TieL feineren Elementen construiren lassen und nicht im 
strengen Sinne differentürbar sind. . Doch fehlt hierfür biaher 
noch jeder Anhaltspunkt in der Er&hmng. 

§ 9. Yenohiedene Ausdracksweiien. Besnltilrende. 

Oomponeaten. 

Statt zu sagen, der zweite materielle Punkt ertheilt 
dem ersten die Beschleunigung g^^^ wollen wir auch sagen: 
die Kraft ± f^^ (rjg), welche der zweite auf den ersten aus- 
übt, erzeugt diese Beschleunigung, dürfen aber dabei natür- 
lich nie vergessen, dass dies nur verschiedene Worte für 
ein und dieselbe Thatsache sind. Wie schon bemerkt, be- 
zeichnen wir den Absolutwerth der Function f^^ if^), welcher 
gleich ist dem Producte aus der Masse m des materiellen 
Punktes^ auf den sie wirkt, und der Beschlennigong die 
sie ihm ertheül^ als die Intensil&t, die Bichtnng dieser Be- 
schlennigang als die Bichtung .der Kraft. G^nau so, wie 
die Beschlennignngen, können wir daher auch die Kr&fte 
dnrdi Yectoren (Pfeile) ausdrillten, deren Länge gleich der 
Intensit&t der betreffenden Kraft ist und deren Bichtung 
mit der Richtung der Kraft zusammenfällt, also auch mit 
der Richtung der von ihr erzeugten Beschleunigung. Diese 
Vectoren, welche die Kräfte darstellen, trägt man gewöhn- 
lich nicht vom Coordinatenursprunge, sondern von dem Paukte 
aus auf, auf welchen die Kraft wirkt. 

Die Vectorsumme aller Kräfte, welche auf einen mate- 
ri^en Punkt wirken, stellt wieder eine Kraft dar, welche 
man die Besultirende nennt; die Einzelkräfte nennt man 
die Gomponenten derselben. Pa nach Grundannahme 3 die 
wirklidie Beschleunigung eines materiellen Punktes die 
Vectorsumme der yeraohiedenen Besdüeunigungen isl^ welche 
er durch die eimselnen Kräfte er&hren wQrde und sich die 
Vectoren, welche die Kräfte darstellen, von denen,, weldie 
die BescUeumgongen darstellen, nur dadurch unterscheiden, 
dass die Längen der ersteren alle wmal grösser sind, so 
folgt, dass die wirkliche Beschleunigung des materiellen 
Punktes die Richtung der resultirenden Kraft hat und ihr 
Product in die Masse des mSiterieUen Punktes gleich der 
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Intensit&t der xesiiltiiendeB Kraft ist Die wirkliche Be* 
Bchlemiigimg wird daher ans der resaltirendeii Erafb gerade 
80 gefunden, wie die dareh eine einzelne Kraft erzeugte 
Besdilennigung ans dieser einzelnen Kraft. 

Man kann dies leiclit noch weiter Terallgemeinem. Sei 
der Vector 91 die Summe beliebiger anderer Vectoren C, so 
ist die Beschleunigung, welche die durch den Vector dar- 
gestellte Kraft einem materiellen Punkte ertheilt, die Vector- 
summe der Beschleunigungen, welche die verschiedenen durch 
die Vectoren C dargestellten Kräfte demselben materiellen 
Punkte ertheilen würden. Da es gleichgültig ist, in welcher 
Ordnung man Vectoren zu einer Summe vereinigt» da femer 
die Vectoren, welche Kräfte darstellen, immer m mal so lang 
nnd gleich geriobtet sind wie die^ welche die entsprechenden 
Besohleunigongen daistelleni nnd nach der Grandannahme 3 
sich Beschleanigimgen wie Vectoren addiren, so wird der 
materielle Pnnkt durch die einzige Kraft 81 (die BesuHirende) 
dieselbe Bescbleunigung erfiihren, wie durch alle Krftfte C 
(die Componenten derselben) zusammen, sei es, dass sonst 
keine oder dass ausserdem noch beliebig andere Kräfte auf 
ihn wirken, deren Beschleunigung sich dann noch zu dieser 
addirt. 

Die Summe zweier Vectoren kann nur dann ein Vector 
von der Länge Null sein, wenn beide Vectoren gleich lang, 
aber entgegengesetzt gerichtet sind. Ein materieller Punkt, 
auf welchen zwei Kräfte wirken, wird also dann und nur 
dann gar keine Beschleunigung erfahren, also sich genau 
so Terhalten, als ob gar keine Kraft auf ihn wirkte, wenn 
jene beiden Krftfte gleiche Intensität^ aber entgegengesetzte 
Biditung haben. Man sagt dann^ die Kräfte halten sich 
das Gleichgewicht Da die Besultirende einer beliebigen 
Zahl Ton Kräften, die auf einen materiellen Punkt wirken, 
durch die Figur 5 des § 4 (das Kräftepolygon, für zwei Kräfte 
Kräfteparallelogramm) gefunden wird, so werden sich die 
Kräfte dann das Gleichgewicht halten, d. h. dem Punkte keine 
Beschleunigung ertheilen, wenn das Kräftepolygon A B C,.,M 
ein geschlossenes ist, also sein Endpunkt M mit seinem An- 
fangspunkt Ä zusammenfällt 
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Man sieht aus der OoDstruction des Kräftepolygons, dass 
die Wirkung einer Kraft P durch die der drei in den drei 
Ooordinatenriohtnngen wirkenden Kräfte 

12) X-Pco8(P,a;), r«Pco8(P,y), Z-Pco8(P,*), 

welche ihre Gomponenten nach dcu Coordinatenrichtnngen 
heissen, yoUkommen ersetzt werden kann. 

Wir bezeichnen noch mit P^ die Besnltirende aller 
Kräfte, die auf den materiellen Pnnkt yon der Masse 
wirken, auf den sich die Gleiohniigen 9) beziehen, mit P^', P^". . . 
irgend welche Gomponenten, in die man die Kraft P^ zer- 
legen kann, mit X^,Y^,Z^, X;,Y(,Z^, X{, V,Z/'... die 
Gomponenten der Kräfte Pj, resp. P/, P/'... in den Coor- 
dinatenrichtungen. Dann können wir nach dem Gesagten 
die Gleichung 9) auch so schreiben: 

18) i»! = « .X^' + -Xi" + , . , 

Analoge Gleichungen gelten natürlich für die übrigen 
Goordinatenazen und materiellen Punkte. 

§ 10. Poisson's Beweis des KraftenparaUelogiaamis. 

Von den zahlreichen Beweisen, die f&r den Satz yom 
Parallelogramme der Kräfte gegeben worden sind, wiU ich hier 
nur als Musterbild kurz den von Poisson in seiner Mechanik 
gegebenen in etwas modificirter Form auseinandersetzen. 

Wir nehmen an, dass wir mehrere Kräfte (die Gompo- 
nenten), welche auf einen Punkt wirken, immer in allen 
ihren Wirkungen durch eine einzige (die Eesultirende) er- 
setzen können. Daraus folgt, dass man die Eesultirende 
yon mehr als zwei Kräften immer finden kann, indem man 
znent zwei beliebige derselben zu einer Besultirenden, dann 
dieee mit irgend einer dritten zu einer neuen Besultiren- 
den u. B. w. zusammensetzt Denn da die erste Besultirende 
die beiden ersten E[r&fte yoUstfindig yertritt, so muss die 
neue Besnltirende, welohe unter allen ümslftuden dieselbe 
Wirkung hat wie die erste Besultirende und die dritte 
Kraft zusammen, auch dieselbe Wirkung haben wie die ersten 
drei Kräfte u. s. w. 
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Wir setzen femer ToraiiSy dass die Ihtensitftt der Besul- 
tirenden und deren relaÜTe Lage zn den Gomponenten von 
der absolnten Lage der Figur im Baumei den Bewegungs- 
TerhSltnissen, den froheren Zeitamst&nden nnd derProTenienz 

der Kräfte unabhängig ist, dass also Kräfte beliebigen Ur- 
sprungs sich gleich verhalten. Als Kraft von doppelter 
Intensität bezeichnen wir eine solche, welche dasselbe leistet, 
wie zwei vollkommen gleiche gleich gerichtete Kräfte zu- 
sammen. Als Kraft von dreifacher Intensität eine solche, 
die dasselbe leistet, wie drei gleich beschaffene gleich ge- 
richtete u. s. w. Geaetze und selbst Sinn der erzeugten Be- 
wegnng kümmert uns dabei nicht 

Wenn zwei yollkommen gleiche Erftfte in entgegen- 
gesetzter Bichtang anf einen Ponkt wirken, so ist dadurch 
weder eine Bewegung in ihrer Geraden , noeh senkrecht 
darauf bestimmt Der Punkt muss also, wenn er anfiuigs 
ruhte, in Buhe bleiben, es muss also Gleichgewicht eintreten; 
der Punkt muss sich so verhalten, als ob gar keine £raft 
auf ihn wirkte. 

Wenn daher eine Kraft in einem Sinne und eine Kraft 
von doppelter Intensität im entgegengesetzten Sinne auf einen 
Punkt wirkt, so können wir letztere durch zwei Kräfte von 
einfacher Intensität ersetzen, von denen eine durch die ent- 
gegengesetzte Kraft aufgehoben wird. £s bleibt also nur 
noch eine derselben. 

Fährt man so zu schliessen fort, so erkennt man leicht, 
dass die Besultirende von beliebig vielen Kräften, deren 
Bichtnngen in eine (Gerade follen« deren algebraische Summe 
ist, wobei wir die in der einen Biehtung wirkenden Er&fte 
positiv, die in der anderen Bichtnng wirkenden negativ 
zahlen und auch die Besultirende in der einen und anderen 
Bichtnng wirkt, je nachdem die algebraische Summe positiv 
oder negativ ist. 

Nun sollen auf einen Punkt Ä zwei gleiche Kräfte A B 
und A C wirken, welche einen beliebigen Winkel mitein- 
ander einschliessen. Wir wollen die eine Hälfte A H der 
* unendlichen Geraden, welche diesen Winkel halbirt, als die 
positive, die andere als die negative Haibirongslinie be- 
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zeichnen. « sei der Winkel zwischen der poeitrren Halbi« 
nmgdiiiie nnd einer der £riUfte, welche also nntereinander 
den Winkel 2 « einschliessen. et kann vorläufig spitz 
oder stumpf, gleich Null, gleich einem oder gleich zwei 
rechten sein. 

Die einzige Gerade, welche durch zwei gleich lange von 
einem Punkte ausgehende Gerade eindeutig bestimmt ist, ist 
die Halbirungslinie ihres Winkels. Die Eesultirende A D der 
Kräfte A B und A C muss daher in diese Halbirungalinie 
üftllen, nach ihrer positiven oder negativen Seite hin. 

Wird die Intensität jeder der Kräfte AB und Cohne 
Aenderong ihrer Richtung verdoppelt, so können wir uns 
die Sache so denken, als ob in der BLchtong von AB zwei 
der nrsprflnglidien Straft gleiche Erilfte AB jokiAB^ wirkten, 
ebenso in der fiicihtiing A ö zwei gleiche Kräfte A 0 und A C^. 
Die Besoltirende Ton AB und AO vA AD, die von AB^ 
nnd^C^ ist eine Reiche gleich gerichtete Kraft ADy AD 
und A Dj geben aber zusammen eine Resultirende, die gleich 
gerichtet aber doppelt so gross wie A D ist So beweist 
man, dass AD überhaupt der Intensität der gleichen Kräfte 
AB und AC proportional sein muss. Es kann aber noch 
irgendwie von dem Winkel der letzteren Kräfte abhängen. 
Wir wollen daher 

AD'^ABfia) 

setseni wobei wir der Function f[u) in jenen F811en das 
positive Zeichen geben , wo ii> auf die positive Seite AH 

der Halbirungslinie föUt, in jenen Fällen aber, wo sie die 
Richtung der negativen Halbirongslinie hat, das negative 
Zeichen. 

Wenn wir 180 — « für a setzen, so machen die beiden 
Kräfte denselben Winkel nach der entgegengesetzten Seite, 
daher muss auch die Resultirende einfach ihre Richtung 
umkehren^ es ist also 

/(180-«)--rt«) 

und es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn wir 
in dem, was nun zunächst folgt, voraussetzen, dass a nicht 
grösser als 90^ ist Wir wollen nun eine Gerade AK ziehen. 
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welche mit der Geraden AH einen beliebigen Winkel ß, 
der zwischen a und 90° liegt, nach deijemgea Seite hin 
einsohlieseti wo die Kraft A B liegt 

Wir lassen femer auf den Punkt Ä noch zwei Kräfte 
Aß und AC wirken» welche durch PfeQe dargestellt sind, die 
genan die SpiegelbUder der Heile A B nnd A C bezQglich der 
Geraden A K sind. ^ fl' sei das Spiegelbild der Qeraden A H 
bezüglich ^iT als Spiegel. Die beiden Erftfte AB und A (f 
haben dann eine Kesultirende AÜ^ welche ebenfalls das 
Spiegelbild von A D bezüglich A K ist und wir erhalten die 
Resultirende aller vier Kräfte AB^AGt AB, A C, indem wir 
die Resultirende von A D und A U suchen. Letztere beiden 
Kräfte sind untereinander gleich und bilden den Winkel ß 
mit der Geraden AK oder ihrer Verlängerung, je nachdem 

pofutiT odw negativ ist Ihre fiesnltirende ist also 

18a) ADf{ß)^AB{fu)m 

und wirkt in der Richtung A K oder in der entgegengesetzten, 
je nachdem dieser Ausdruck positiv oder negativ ist Die- 
selbe Kraft müssen wir aber auch erhalten, wenn wir zuerst 
die Resultirende von Ä B und A J9', dann die von A C und 
A C bilden und schliesslich diese beiden Resultirenden wieder 
zu einer einzigen zusammensetzen. Die Besultirende von 
AB und AB ist gleich ABf(ß — a), die von AC midi AG' 
gleich A B f{ß + et). Beide fallen in die Gerade .iiT. Jede 
hat die Bichtung AK oder die entgegengesetzte, je nach- 
dem der fSat sie ao^^estellte Ansdmck positiT oder negativ 
ist. Die Besoltirende dieser beiden Besnltirenden ist also 
ihre algebraische Summe 

AB,[f{ß-a) + f{ß'\-a)] 

nnd wirkt ebenfalls in der Richtung AK oder der ent- 
gegengesetzten^ je nachdem dieser Ansdrock positiv oder 
negativ ist 

Da wir also fftr die Besultirende der vier Krfifte AB^ 
ABf AO nnd AC einerseits diesen Anedmck, andererseits 
den Ansdmck Ida) erhalten haben ^ so müssen beide Ans- 
drtlcke nntereinander gleich sem. Anch das Vorzeichen 
hat in beiden die gleiche Bedeutung. Das positive drückt 
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eine Wirkung in der Richtung AK, das negative in der 
entgegengesetzten aus. Wir erhalten somit: 

13b) mm'nf{ß^a) + f{fi + a) 

i\lr alle Werthe von a und ß, die innerhalb der im Obigen 
angenommenen Grenzen liegen. 

Für cc^O ist die Besnltirende doppelt so gross als 
jede der Componenten. Daher ist /'(0)«b2. Wenn 6 ein 
sehr kleiner Winkel ist^ so können ivir jeden&l]s/(6)Ba0^+0-( 
oder s — + oder « 2 cos f setzen, je nachdem 
/(«) > 2 oder < — 2 ist oder zwischen + 2 oder — 2 liegt. 
Wkre es genau gleich + 2 oder 2, so würden wir die 
erste oder zweite Form mit J =*0 wählen. Machen wir nun 
in Gleichung 13b) der Reihe nach folgende Substitutionen: 
a = 6, /? = 6, dann a — e, ß = 2$, dann a = ß = Se oder 
ce = ß = 2e, dann cc = ß = 4 e oder « = 2 e, /9 = 3 e u. s. f., 
so finden wir ohne Schwierigkeit für behebige ganze Zahlen h 
/{he) = e^^+ oder = (— l)^{e^i + 6-^^ oder = 2 cosÄf, 
je nachdem wir die erste^ zweite oder dritte Form für /*(«) 
gewählt haben. Nnn verschwindet die Kesultirende, also 
f(hB) für ^«»90^ aber für keinen Werth des der 
zwischen 0** nnd 90^ liegt; daher kann f(h9) nicht dnrch 
eine der Ezponentialformeln dargestellt sein. Es mnss also 
gleich 2cos(ä£) sein nnd zwar mnss für A<«90^ anch 
h^sa 90% also f s 6 sein. Man erhält also f(h€) = 2cos(/£«) 
und wenn man die ganz beliebige Grösse he mit a be- 
zeichnet, f(cc)= 2 cos «, womit das Kräftenparallelogramm 
für den Fall bewiesen ist, dass beide Componenten unter- 
einander gleich sind. 

Nun geht man zu dem Falle über, dass zwei ungleiche 
aufeinander senkrechte Kräfte A B und A G auf einen Punkt A 
wirken. Man halbirt die Gerade ^ C im Punkte D und zer- 
legt jede der gegebenen Kräfte in eine Oomponente in der 
fiichtung AD nnd eine zweite, die mit der zu zerlegenden 
Kraft denselben Winkel nach der entgegengesetzten Seite 
emschliesst Die beiden letzteren Componenten heben sich 
auf, die beiden ersteren sind beide gleicb AD nnd geben 
zusammen die nach dem Satze Tom KritftenpanJlelogramme 

BollsmanB, Meebanik I. 3 
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folgende BeBultirende der beiden ursprünglich gegebenen 
Kräfte. 

Nun erst kann man die Resultirende der ganz beliebigen 
Kräfte AB und Ä C finden, die auf einen Punkt Ä wirken. 
IfftQ zeidmet das ParaUelogramm ABD C und zerlegt jede 
der Erikfte m zwei Componenten» Ton denen eine die Bich- 
tong AD hat und die andere darauf senkrecht steht Man 
sieht sofort^ dass die beiden letzteren Componenten sich auf- 
heben, die beiden ersteren aber wieder die durch die Dia- 
gonale AD dargestellte Resultirende liefSsm. 

Natürlich ist dies keineswegs ein Beweis, dass alle 
unsere im Früheren gemachten Annahmen richtig seien. 
Es zeigt nur, dass man sich in Widersprüche verwickeln 
würde, wenn man unsere zur Definition der Kräfte ge- 
machten Annahmen im Uebrigen beibehalten und nur über 
die Art der Oonstruction der Hesultirenden zweier Kräfte 
^ine andere Annahme machen wollte. 

Selbst die Annahme, dass die Intensität der fiesQl- 
tirenden and ihre relatiTe Lage gegen die Componenten 
nicht Ton der Lsge der Figur gegen den Baum resp. gegen 
die FizstenLwelt abMngt, ist nioht so selbstrerständlich, als 
man fßBiabt, da ja z. B. die Krikfte, welehe im Stande sind, 
ein gewisses System in einer gewissen relativen Lage seiner 
Theile dauernd zu erhalten, keineswegs blos von dieser rela- 
tiven Lage abhängen, sondern sich ändern, wenn das ganze 
System sich im Eaume ohne jede Aenderung der relativen 
La^ seiner Theile dreht 

§11. Heber die Ersetzung des GoordinatensyBtems des Bildes 

durch andere. 

Da durch die Gleichungen 9) blos die zweiten Diffe- 
rentialquotienten der Coordinaten nach der Zeit bestimmt 
sindy so müssen noch die 6 n Werthe sämmtUoher Coordi- 
naten und ihrer ersten Differentialquotienten nach der Zeit 
(Gtoschwindigkeitscomponenten) zu irgend einer Zeit (der 
AnfiEtngszeit) gegeben sein. Man bezeichnet die Anfangszeit 
häufig als die Zeit oder Null und die Werthe der Coor- 
di^a.^en und Geschwindigkeitscomponenten zu dieser Zeit mit 
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Vi^f vf^' Durch diese 6 n Grössen und die Di£Ge» 
iientiaJigleioliiingen 9) sind dann die Werlte s&nuntlicliar 
Coordmaten und Gtoschiniidigkeitscpiapp^coten, za jeder an- 
4wren Zeit eindeutig bestinuni 

Da wir unserem ^de ein einzigae beslavunles Coordi-. 
aaten^Btom zu Grunde legteu, so baben vir eoEst zu unter- 
ffudien, in wie wdt dieselben Regeln der Bestimmung 
der Werthe der Coordinaten und öeschwindigkeitscompo- 
nenten aus deren Anfangswerthen auch für andere Coordi- 
natensysteme giltig bleiben. Alle Coordinatensysteme, für 
welche dies der Fall ist, sowie das ursprünglich gewählte 
Coordinatensystem nennen wir taugliche Bezugsysteme. Wir 
denli^n uns zuerst ein beliebiges anderes Coordinatensystem 
eingeführt, dessen Axen zu jeder Zeit parallel denen des 
ursprünglicben Coordinatensystems unseres Bildes, sind) und 
ihre Lage gegen dieses erat^ OoordinateniBTsiem nicht Sofern. 
Pann unterscheiden sieh die CSoordinateh irgend eines Punktes. 
2u irgend einer Zeit bezfii^üch des neuen OoordiiiAtenBgrstems 
Ton denen bezüglich des alten nur durch adilitLre Oonstai^|l^; 
wfthrend die GeschwindigkeitBcomponenten, die Bescfalenni- 
gungen, sowie alle Glieder der rechten Seite der Gleichungen 9), 
von denen man sofort sieht, dass sie nur von der relativen 
Lage der materiellen Punkte abhängen, vollständig unver- 
lUidert bleiben. Die Gleichungen 9) bleiben also ganz un- 
yei^ndert gültig, wenn man darin die Coordinaten bezüglich 
des ursprünglichen Coordinatensystems mit denen bezüglich 
des neuen ersetzt. Das neue Coordinatensystem leistet also 
genau dasselbe wie das ursprttn^che» da die Veränderungen 
der Coordinaten bezüglich des neuen Systems genau nach 
denselben Begeln aus den An&ngswerthen der Coordinaten 
und Geschwindigkeitscomponenten abgeleitet werden können, 
•die wir f&r das ursprüngliche Coordinatensystem fiinden. 
Dies gilt audi noch, wenn die neuen Coordinatenaxen den 
alten parallel bleiben, aber der neue Coordinatenursprung 
relativ gegen die alten Coordinatenaxen in einer geraden 
Linie mit constanter Geschwindigkeit fortwandert, deren 
Componenten bezüglich der drei Coordinatenaxen a, c 
seien. Dann tritt nämliph beim Uebergang zum o^uen 

8* 



Digiiizeü by Google 



36 § 11* Wechsel des CoordiiiAteusystems. [OL 181k 

Coordinaten Systeme zu sämmtlichen Geschwindigkeitscompo- 
nenten in der Abscissenrichtung die Constante a, zu denen 
in der y- resp. ^-Kichtung aber die Constante b resp. Of zu 
den Abflcissen aller Punkte aber der Ausdruck at zu 
den y- und i;-Coordinaten bt + ß resp. et + y hinzu, wobei 
ßy Y i^^^^ Oonstanten sind. Hierdurch werden wieder 
weder die Beschleunigungen noch die Glieder der rechten 
Seite der Gleichungen 9) irgendwie Ter&ndert und unsere 
Hegeln, die Bewegung des Systems zu finden, gelten be- 
züglich des neuen Goordinatenaystems uuTertndert wie be- 
züglich des alten. 

Dasselbe gilt auch noch, wenn bei Ruhe oder gerad- 
liniger gleichförmiger Bewegung des neuen Coordinaten- 
ursprungs die Axen des neuen, ebenfalls rechtwinkeligen 
Coordinatensysteiiis nicht denen des alten parallel sind, aber 
ihre Winkel mit den Axen des alten Coordinatensystems sich 
nicht ändern. Denn sowohl die Beschleunigungen als auch 
die £rfifte haben wir durch Construction von Vectoren be- 
stimmt^ welche von der Lage des Coordinatensystems unab- 
hängig sind. Die Ausdrucke f&r die Ftojectionen der Be- 
schleunigungen und Erftfte auf die Coordinatenrichtungen 
aber smd für alle Coordinatensysteme c^eich. Bezeichnen 
wir die Coordinaten bezüglich des neuen l^rstems mit 
Accenten und mit (x,oii), [x,y'), ... die Winkel der alten 
und neuen Coordinatenaxen, so ist ja 

Substituirt man hier für , ^Jjl , ihre Warthe 

aus den Gleichungen 9), worin man wieder f&r x^—sB^f 
fi^f^ und «I — jts, zu substituiren hat 

W - ^2) cos (x,x) + (y/ - 7/2) cos M) 

und verf^irt ebenso mit und , so kann man die 

Gleichungen für die neuen Coordinaten leidlit wieder genau 
in die Form der Gleichungen 9) bringen. 



Digitized by Google 



OL 18b.] L § 12. VeriiSltniBS dieser DaxsteUang wa andeiea. 37 



Es giebt also sebr Tenobiedene Coordinatensystemey 
welcbe genau ebenso wie das nrsprünglicbe Goordinatensystem 
dem Bflde zu Grunde gelegt werden können, ebne daäs die 
Begeln der Ableitung ^der Bewegung des Systems ans den An- 
fangswerth en der Coordinaten und Öeschwindigkeitscompo- 
nenten irgend eine Aenderung erfahren, die alle taugliche 
Bezugssysteme sind. Dies ist von grosser Wichtigkeit, da oft 
die Wahl des einen oder anderen Coordinatensystems gewisse 
Vortheile bietet Dagegen darf das neue Goordinatensystem 
sich nicht bezüglich des alten mit einer gewissen Qe- 
schwindigkeit drehen oder der neue Coordinatenursprung 
bezüglich des alten Coordinatensystems sich ungleichförmig 
oder krummlinig bewegen, wenn diese BegeLi keine Aende- 
rung erfahren sollen; denn im ersten Falle iflkcea die Winkel 
{x,x) etc., im letzten die mit b,ef a, ß, y bezeichneten 
Grossen keine Constaaten mehr, es wtkrden also die zweiten 
Diffdrentialqnotienten der Coordinaten nach der Zeit nicht 
mehr die obige Form annehmen, was wir im 2. Theile näher 
ausführen werden. Im letzteren Falle käme nur zu allen 
zweiten Differentialquotienten der Abscissen nach der Zeit 
die gleiche Function der Zeit dazu und dasselbe gälte für 
die beiden anderen Coordinaten. 

§12. YerhaltnisB dieser Darstellnng zu anderen. 

Wir haben uns absichtlich ziemlich weit Ton der Wirk- 
lichkeit entfernt, um ein mit den ein&chsten lißtteln con- 
etruirbares, möglichst genaues und klares Bild zn erhalten, 
d. L ein solches, welches frei von Terschwommenen Begriffen 
ist, der Rechnung die bestimmtesten Anhaltspunkte liefert, 
und daher in jedem bestimmten Falle eindeutig und sicher 
das zu erwartende Resultat mit beliebiger Annäherung vorher 
2u bestimmen gestattet^) Die Forderung einer solchen un- 

*) Unser Bild genügt insofern der bekannten Kirchhof f 'sehen 
Forderung, dass die Physik die Thatsachen blos zu beschreiben habe, 
«b €6 lediglich ein Inbegriff von Begehi zur Constraction aritfame- 
Üaeher und geometriBcfaer VonteQimgen ist, mittelBt welcher die That- 
JMben alleseit fiehttg TOifaeigeugt werden kdnneo. Die Begriffe ür- 
nche und Wirkimg sind dabei ganz vermieden. Denn wenn man 
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zweidentigen Bestimmtheit des Bildes soheint mir das zu 
sein, was Hertz unter der Fordemng Tersteht, dass das 
Bild mit den Denkgesetzen ftbereinstimmen müsse; denn ein 
anderes Denkgesetz, als dass nnserejßflder Uar mid ein- 
deutig Yorstellbar seien nnd sich darans möglichst leicht 
und sicher stets das mit der Erfahrung tibereinstimmende 
Resultat ableiten lasse, kann ich mir nicht recht vorstellen. 
Auch bin ich durchaus nicht der Ansicht, dass irgend etwas 
z. B. die geometrischen Bilder nur aus den Denkgesetzen 
abgeleitet werden könne. 

Dagegen scheint mir die Bemerkung Hertz' gerecht* 
fertigt, dass die meisten Darstellungen der Grondprincipien 
der Mechanik der wünschenswerthen Oonsequenz nnd Dent- 
lichkeit entbehren, welche ich hier dadurch anstrebte, dass 
ich nngeschent ganz bestimmte , ins DetaQ ansgearbeüete 
Hypothesen Toranstellte. Man definirt h&nfig das YerhSlt- 
niss der Massen der Körper als das yeikehrte VerhSltniss 
der Beschleunigungen, die sie unter dem Einflüsse gleicher 
Kräfte annehmen. Grleiche Kräfte kann man auf ausgedehnte 
feste Körper wirken lassen, indem man sie auf einen hori- 
zontalen, vollkommen glatten Tisch legt und dann dieselbe 
gleichgedehnte elastische Schnur oder denselben gleichen 
Einflüssen unterworfenen kleinen Magnet oder elektrischen 
Gegenstand einmal an dem einen, das andere Mal an dem 
anderen Körper befestigt Flüssigkeiten müssten dabei in 
eine Hülle von geringer Masse eingeschlossen werden, an 
welcher die Befestigung Torzunehmen wäre. Wie wir spSAeat 
ans dem Bilde, das wir uns yon der Wirkung der benach- 
barten Volumelemente elastischer und flttssiger Körper 
machen können, sehen werden, kann dann in der That der 
Schwerpunkt des Systems, Körper und Magnet oder Hülle, 
Flüssigkeit und Magnet^ wie eine einzige Masse betrachtet 



auch hie und da die Anwesenheit des einen materiellen Punktes als 
die Ursache der Beschleunigung des anderen bezeichnet, so wUl man 
damit doch nicht« als die YonteDmig der TfaatBache anadifleken, daas 
beide in einer bestimmten Ilntfenrang bestimmte Beschleqnignngen 
erhalten. Ich hofib daber, dass g^;en die hier gewihlte DanteDong 
erkenntnisstiieoretiBehe Einwinde nicht gemacht weiden können. 
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werden, auf welche eine Kraft wirkt, die nur von der Be- 
schaffenheit des Magnets und den Einflüssen abhängt, denen 
dieser ausgesetzt ist Dasselbe gilt auch fkir den Fall der 
gespannten Schnur, irenn deren Hasse Tenefawindet Alleüi 
^e inll nuui gleiche Er&fte an einzelne materielle Punkte 
anbringen? Entnimmt man aber die Definition des ICusen- 
yerh&ltnisses zweier Körper dem Stesse derselben, so kann 
man ebenfalls die Betrachtung der stossenden Volumelemente 
nicht entbehren; entnimmt man sie der directen Femwirkung 
zweier kleiner Körper, so gelangt man bei conaequenter Durch- 
führung wieder zu unserer Definition. 

Wenn man mit einem vollständig klaren Bilde für die 
Wechselwirlnmg der Volumelemente elastischer Körper be- 
ginnen und daraus die Grundbegriffe und Gesetze der gewöhn- 
lichen Mechanik ableiten würde, so wäre dagegen natürlich 
nichts einzuwenden.^) Dies geschieht jedoch keineswegs, man 
definirt rielmehr durch Vorsage, bei denen solche Yolum- 
elemente unentbehrlich sind^ wie den Stoss oder die Befesti- 
gung derselben elastischen Schnur an verschiedene Körper, die 
£igen8chaften(Massen) und Gesetze derY6rftnderungen(Erftfte) 
der einfachen materiellen Punkte. In den Vorstellungen, 
die man sich von den letzteren macht, w erden Erfahrungen 
an ausgedehnten Objecten mit begrifflichen Constnictionen 
an einzelnen Punkten vermischt. Wer empfände nicht den 
Circulus vitiosus, der darin liegt, wenn man bei Aufstellung 
der Grundbegriffe den materiellen Punkt als einen sehr 
kleinen Körper definirt und sich darauf beruft, dass es sich 
als entfernte Consequenz der hierauf gegründeten Theorie 
ergeben wird, dass man nur unendlich kleines höherer Ord- 
nung Temachlftssigt, wenn man die Yolumelemente, die 



*) Dass jedes klare Bild der Wechselwirkung der Volumelemente 
weit mehr mit der heutigen Atomistik gemein haben müAate, als man 
gew^halieh amünunt, glaube loh anderswo nachgewiesoi m haben. 
Daselbst kabe iek aoeb geseigt, dass es die Yocstelliiiig verwirrt und 
die Bereehniiiig der Limite immSglicfa maebt, wemi man die ein- 
ftchen Elemente selbst wieder ausgedehnt und in Differentiale zerleg- 
bar annimmt Wien. Sitsber. 105, & 907, 7. Nov. 1896. Wied. Ann. 60, 
S. 231, 1897. 
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eigentlich kleine Körper sind, als einfache Raumpunkte be- 
handelt. Wie weit klarer ist es, ausgedehnte Körper von 
vornherein unter dem Bilde zahlreicher, dicht gedrängter 
Punkte zu hetrachteoi deren Geschwindigkeit sich heim Ueher- 
gang zum Nachbarpunkt immer nur sehr wenig ändert. Ohne 
Vorausschickung des Begriffes des materiellen Punktes so- 
gleich mit den Beschleunigimgen endlicher Körper zu be- 
ginnen, geht aber wieder nicht an, wenn man nicht den 
Schwerpnnktasatz schon kennt Man wende nicht ein, dass 
dies nnr andere Worte ftr dieselbe Sache seien. Darum, 
glaube ich, handelt es sich gerade die Worte so zu w&hlen, 
dass an das richtige erkenntnisstheoretische Verhältniss aller 
Begrifie stets in zweckmässigster Weise erinnert wird. 

Aber selbst zugegeben, dass man das Anbringen der- 
selben Kraft an verschiedene materielle Punkte definiren 
kann, ohne vorher deren Masse zu definieren, so müssen die 
Thatsachen, dass das Verhältniss der Beschleunigungen der 
materiellen Punkte kein anderes wird, je nach Wahl der 
Kraft, dass das Verhältniss der Beschleunigungen der 
materiellen Punkte A und C gleich dem Produkte der ent- 
sprechenden Verhältnisse ftkr A und B einerseits und B 
und O andererseits ist^ noch als besondere Er&hrongsthat- 
sachen betrachtet werden, oder es mUssen allgemeinere Er- 
fahrungsthatsachen (z.B. das Energieprincip) vorausgeschickt 
werden, aus denen sie folgen, üeber alle diese Sätze, sowie 
über die Gesetze der Wechselwirkung der Volumelemente, 
den Schwerpunktssatz etc. mit einem Schlage eine klare An- 
schauung zu geben, ist eben der Vorzug unseres Bildes der 
Centrikräfte. 

Auch in den Vorlesungen Kirchhoff s über Mechanik 
beMedigt mich die Definition des Massenbegriffes nicht. 
Gerade der Fall, wo zwischen den Coordinaten der mate- 
riellen Punkte gegebene Gleichungen bestehen (erzwungene 
Bewegung), scheint mir mehr eine Abstraction, als ein der 
Natur entsprechender Fall zu seuL In allen anderen Fällen 
aber wird Kirchhoffs Definition schwankend» wie dies be- 
sonders bei der EinfOhrung der Masse und Dichte eines 
Volumelementes eines elastischen Körpers hervortritt 
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Hertz' Mechanik wird freilich dadurch, dass äe keine 
•anderen Kräfte ak die bei der erzwungenen Bewegung kennte 
zu einem YoUkommen yeratibidlichen, klaien, eindeutig be- 
stimmten Bilde. Sie entsprich^ wie doli Hertz ausdrückt^ 
den Denkgesetzen. Hier yermisse ich nur emee» n&mlidi den 
Beweis, daaz sich durch dieses Bild die Natur wiridich dar- 
stellen lässi 

Natürlich leugne ich nicht die Möglichkeit, diese Be- 
griiFe in anderer Weise, als es hier geschieht, klar darzu- • 
stellen; nur bisher sclieint mir dies noch nicht gelungen zu 
sein. Auch will ich keineswegs gesagt haben, dass es mir 
wahrscheinlich wäre, dass die als Function der Entfernung 
erscheinende Femwirkung zwischen materiellen Punkten das 
endgültige Bild der Naturvorgänge sein müsse. Es ist schon 
vielfach der Versuch gemacht worden, dieselbe durch Stösse 
der Molecüle eines Mediums (des Lichtäthers) zu erkt&ren. 
Allein man muss da ziemlich Terwickelte Nebenannahmen 
machen, z, B. zur Eridärung der Ooh&sion den ponderablen 
Molecflkn eine gitterartige Structur beilegen. Auch bedarf 
man der Stossgesetze und damit wieder des MassenbegrifFes. 
Andererseits suchte man die Molecüle als Wirbelringe auf- 
zufassen und dadurch ihre scheinbare Fernwirkung zu er- 
klären. Die Möglichkeit, dass derartige Erklärungsversuche 
die Fernkräfte einmal verdrängen werden, besteht sicher. 
* Doch scheinen mir die bisher zu diesem Zwecke gemachten 
Annahmen weder einfacher noch klarer, als das Bild, von 
dem ich hier ausging. Dieselben scheinen mir vielmehr die 
Zahl der willkürlichen Hypothesen unnütz und ohne ent- 
sprechenden Gewinn an Einfachheit und Deutlichkeit zu 
Yennehren^ was, wie ich glaube, ebenso Teimieden werden 
muss, wie UnUaiheit und Verschwommenheit der Bilder 
durdi zu geringe ßpecialisirung derselben, üebeifaaupt 
möchte ich an Stelle der Frage, wie smd die Dinge wirk- 
lich beschaffen, die bescheidenere, aber klarere setzen, durch 
welche Bilder werden unsere Erfahrungen gegenwärtig am 
einfachsten und unzweideutigsten dargestellt. 

Wie dem immer sei, ob die zukünftige Vervollkomm- 
nung der Mechanik von der Weiterentwickelung der heute 
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gebräuchlichen speciellen Bilder oder von der Ersetzung der- 
selben durch allgemeinere Vorstellungen energetischen oder 
phänomenologisclien Charakters zu erwarten ist, jedenfalls 
glaube ich, dass eine möglichst klare Präcisinmg der gegen- 
wärtigen atomistischen Mechanik nur von Nutzen sein kann, 
indem diese im ersten Falle die Grundlage der Weiter- 
entwidkelnng liefert^ im letzteren Falle aber als Muster der 
ftlr jede nene Theorie nnentbehrlichen Elariieit nnd inneren 
Oonsequenz dienen kann. Diese soheint mir keineswegs in 
derüebereinstimmmig mit besonderen Denkgesetzen, sondern 
vielmebr darin begrOndet, dass sie dnrebans Regeln und 
Constructionen benutzt, welche erfahrungsmässig stets eine 
eindeutig detinirte Anwendung zulassen und auch, wenn man 
das zu erhaltende Resultat nicht im Voraus weiss, ein klar 
bestimmtes, mit der Beobachtung stimmendes Ergebniss 
liefern. 



IL Betrachtimg der Bewegang eines materiellen 

Punktes. 



§ 13. Tangential-» Centripetal- und Centrifogalkraft 

Wir wollen uns nnn folgendes Problem stellen: Es sei 
die Bahn irgend eines materieUen Punktes Ton der Masse m 
gegeben nnd aach der Ort der Balm, wo sich der materieUe 
Pnnkt zu jeder Zeit befindet Es soll die Kraft bestimmt 
werden, welche nothwendig ist, um diese Torgeschriebene 
Bewegung desselben zu bewirken. Der materielle Punkt soll 
sich zur Zeit t in A, zur Zeit ^ + t in Ä', zur Zeit t + 2 t 
in Ä" befinden. Dann verstanden wir unter der Geschwindig- 
keit c den Differentialquotienten des W^s nach der 
Zeit, also die Limite des Quotienten AÄjr. Den Difi'e- 
rentialquotienten der Geschwindigkeit nach der Zeit 

finden wir nach den Regeln der Differentialrechnnng, indem 

wir von dem analog für die Zeit t + r gebildeten Ausdruck 
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Jl Ä'It den für die Zeit i gehenden ÄÄjx abziehen, die 
Differenz nochmalB dittch x dividiren und wieder die liunite 
ftr Terednrindende x mdien. Es kt also: 

dt tP8 y A' A" "AÄ' 

Um die Beschleunigung zu erhalten, müssen wir nach den 
in § 5 gegebenen Regeln die beiden Yectoren AM und ÄÄ' 
Ton einem nnd demselben Punkte des Baumes auftragen, 
wozu wir wieder den Punkt Ä wfthlen; wir ziehen also von 
diesem Punkte aus die Qerade A'Ej welche die geradlinige 
Fortsetzung yon ÄÄ und auch gleich 
lang wie AÄ ist (s. Fig. 2). Hierauf 
ziehen wir von E gegen Ä' die Gerade 
EÄ". Die Limite, welcher sich diese 
letztere Gerade durch dividirt nähert, ^ 
ist dann die Beschleunigung des mate- 
riellen Punktes w zur Zeit ^ Wir können 
den Vector EÄ' in zwei Componenten EF 
und j^G^ in der Richtung ÄE und der Fig. 8. 

darauf senkrechten zerlegen. Die that- 
sftchlidie Beschleunigung^ welche der materielle Punkt m zur 
Zeit< erfUirt» kann also erzeugt werden, wenn wir zweiEx&fte 
darauf wirken lassen, eine Kraft (sie heisse die Tangential* 
kraft) in der Bichtung, welcher sibh die Gerade Ä E bei ab- 
nehmendem r nähert, also in der Richtung der Bewegung des 
materiellen Punktes zur Zeit t und eine zweite, die Centri- 
petalkraft, in der Richtung E O. Letztere Richtung nähert 
sich mit abnehmendem t der in der Schmiegungsebene der 
Bahncurve auf die Bewegungsrichtung gezogenen Normalen, 
also der vom Orte des Beweglichen gegen den Krümmungs- 
mittelpunkt der Bahn hin gezogenen Geraden. Denn die 
Gkrade E 0 liegt in der Ebene der drei Punkte A, Ä, AI' 
und diejenige Grenze^ weldier sich diese Ebene mit ab- 
• nehmendem r nähert^ nennt man die Schmiegungsebene der 
durch die drei Punkte A, A' und gehenden Bahncurre. 
Die Intensität 8 der Tangentialkraft ist nach § 7 gleich 

mlim — Nun ist aber ÄF von Ä Ä' nur durch ein un- 
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endlich Kleines von der Ordnung . A Ä, also von der Ord- 
nimg T*, verschieden, da Ä Ä unendlich klein von der Ord- 
niiDg T ist Daher ist auch EF von der Differenz ÄA"^ Ä A 
nur durch ein unendlich Kleines Ton der Ordnung Ter« 
yeisohieden. Es ist also: 

Vrr.^^ i:^ AAT-AA! de d^t 

hm-^^hm ^ ^dT-dii- 

und daher 

14) s^m^^m^. 

Aus dieser und der Gleichung 4) 

ds 

kann der Weg als Function der Zeit gefunden werden, wenn 
die Bahn und die Tangentialkraft 8 gegeben sind. 

Die Intensität Z der Centripetalkraft ist gleich mlim 

Man bezeichnet die Limite^ welcher sich der durch die drei 
Punkte Ä und £' gezogene Kreis nähert^ als den Krüm- 
mungskreis der Bahncurre im Punkte A^ seinen Mittelpunkt O 

als den Krümmungsmittelpunkt, seinen Radius E als den 
Krümmungsradius. Nach einer aus der Theorie der Krüm- 
mung der Curven bekannten Construction kann man mit 
Vernachlässigung von unendlich Kleinen höherer Ordnung 
die Dreiecke Ä' ÄF und Ä 0 Ä' der Figur 2 als ähnliche 
Dreiecke betrachten und hat also 

daher 



Nun ist aber 



Hm 



OA ~ B 

AA" 



daher 

15) Z = w lim = , 

Die Kräfte, welche auf den materiellen Punkt wirken, können 
den verschiedensten Ursprung haben, aber immer muss ihre 
Eesultirende gleich der der beiden Kräfte S und Z sein. 



Digitized by Google 



GLlSw] 



n. §14. Wnrfbewegnng. 



45 



wenn sie bewirken soll, dass sich der materielle Punkt in 
der gegebenen Weise (so dass also der Weg gldch der Tor- 
geschriebenen Funktion der Zeit ist) auf der gegebenen 
Oorre bewegen solL 

Wenn wir z. B. eine beliebige Vorrichtung haben, nnter 
deren Einflnss sich ein materieller Punkt von der Masse m 
mit constanter Geschwindigkeit c in einem Kreise vom 
Radius R bewegt, so wissen wir, dass die Resultirende aller 
Kräfte, welche die materiellen Punkte, aus denen jene Vor- 
richtung besteht, auf den bewegten Punkt ausüben, eine 
gegen das Centrum des Kreises gerichtete Kraft von der 
Intensität mc^jR welche die Centripetalkraft heisst Da 
Wirkung und Gegenwirkung gleich sind, so muss auch der 
bewegte materielle Punkt eine genau gleiche, aber entgegen- 
gesetzte, also vom Gentram des Krcdses hinweg gerichtete 
"SxsSt, die Centrifagalkrafl^. anf die materiellen Pnnkte aus- 
üben, ans denen die Vorrichtong besteht Ich glaube, dass 
in dieser DarsteUung der Begriff der Centrifogalkraft wohl 
yon jenen Dunkelheiten frei ist, welche Hertz a. a. 0. S. 7 
erwähnt 

§ 14. Qlelehftimige und gleidiftmiy beseMennigte 

Bewegung. 

Es ist höchst wahrscheinlich, dass die Kraft f[r), die 
zwischen zwei beUebigen materiellen Punkten wirkt, jedes- 
mal yerschwindend klein wird, sobald die Entfernung r eine 
gewisse Grenze überschreitel^ d. h. dass unser Bild nur mit 
den Thatsachen übereinstimmt, wenn wir diese Annahme 
machen. Diese Entfemungsgrenze könnte sogar Ton der 
Giössenordnung der Molecnlardimensionen sein, wenn alle 
Wirkungen, die sich scheinbar auf grössere Ihitfemungen 
erstrecken, durch ein Medium vermittelt würden. 

Den einfachsten Fall der Bewegung eines materiellen 
Punktes erhalten wir daher, wenn derselbe so weit von allen 
übrigen entfernt ist, dass kein einziger eine bemerkbare 
Kraft auf ihn ausübt Dann sind, wie wir sahen, die zweiten 
Differentialquotienten der Coordinaten des bewegUchen mate- 
riellen Punktes nach der Zeit gleich Null, die G^schwindig- 
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keitficomponenten constant Der materielle Punkt bleibt also, 
wenn er anfangs in Ruhe war, immer in Ruhe; hatte er 
dagegen schon anfangs eine Geschwindigkeit, so bewegt er 
sich mit dieser gleichförmig in einer geradlinigen Bahn (das 
Trägheitsgesetz oder Galilei' sehe Pnncip). 

Ein zweiter Fall wäre der, dass die Resoltirende aller 
Kräfte, welche auf einen materiellen Punkt von der Masse m 
wirken, während der ganzen Zeit seiner Bewegung in Inten- 
sität und Bichtnng vollständig unTeränderlich ist Dieser 
Fall würde angenähert eintreten, wenn anf den beweglichen, 
materiellen Punkt beliebige, sehr weit entfernte ruhende 
materielle Punkte wirken und die von allen ausgeübte Kraft 
zwar so gross ist, dass sie trotz der grossen Entfernung 
nicht verschwindet, ihre Grössen- und Richtungsänderung. 
aber wegen der Grösse der Entfernung der wirkenden Punkte 
während der ganzen Bewegung vernachlässigt, daher die auf 
das Bewegliche wirkende Kraft als constant betrachtet werden 
kann. Wir wählen den Raumpunkt, wo sich der bewegliche 
materielle Punkt zu Anfang der Zeit befindet, zum Coordi- 
natenursprungy die Richtung der gesammten auf ihn wirkenden 
Eraft> deren Intensität p^mg heissen mag, als y-Bichtung 
und die Abscissenaze in der Ebene, welche diese Biditung 
und die Sichtung der An&ngsgeechwindigkeit des materiellen 
Punktes enthält, dessen Coordinaten zur Zell i x,y,» heissen 
mögen. Dann wird nach Gleichung 13) 

(Py cPx (Px 

Da ausserdem für den Anfang der Zeit, ftlr welchen 
^ = 0 gesetzt werden soll, y ^ % ^ 0 ist, und u 
und V gleich den gegebenen Componenten w^, der An^ 
üangsgeschwindigkeit sind, so findet man, mit Bücksicht 
darauf dass 

dx dy i% 

»--37' " = -57' "' = -?r 

isty durch eine Bechnung, welche zu einiMh ist, als dass es 

nöthig wäre, hier darauf einzugehen: 
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Unter der Gleichung der Bahn versteht man eine 
Gleichmig zwischen x und welche für jeden Punkt der 
Bahn, also tta jeden Werth der Zeit t besteht; wir er- 
halten de also, wenn wir die Zeit t ans den letzten beiden 
Gleichungen eliimniren, wodurch sieh tlkt Ug=0 ergieb^ x^0\ 
für jeden anderen Werth yon aber 



Diese Gleichung stallt eine Parabel dar, deren Axe 
parallel der ^-Axe ist, deren Parameter gleich UQ^/g ist und 
deren Scheitel die Coordinaten — u^v^fg und — Vf^*l2g hat 
Nach den durch diese Formeln dargestellten Gesetzen be- 
wegt sich jeder Punkt eines dem Eiufinsse der Erdschwere 
allein unterworfenen, an&ngs rieh nicht drehenden Körpers 
und zwar ist die Beschleunigung g gegen den Erdndttel- 
pnnkt gerichtet Jeder derartige Punkt yerhSlt rieh daher 
80» als ob eine constante Kraft Ton unverilnderliöher Bich- 
tung vertical nach abwftrts auf ihn wirkte (sein Gewicht). 
Die Intensität dieser Kraft ist zwar nicht an allen Stellen 
der Erdoberfläche dieselbe, kann aber innerhalb des Raumes 
des Laboratoriums als überall gleich betrachtet werden. 
Eine merkwürdige Erfahrungsthatsache ist hierbei, dass alle 
Körper an derselben Stelle der Erdoberfläche dieselbe Be- 
schleunigung er£eüu:en, welche man die Beschleunigung der 
Schwere nennt 



Wir wollen nun ^eder zum allgemeinsten Fall der 
Bewegung eines beliebigen materiellen Punktes zurQckkehren, 
welche also durch die allgemeinsten Gleichungen 13) dar- 
gestellt ist. Da wir nur einen materiellen Punkt betrachten, 
so wollen wir den Index 1 weglassen. Es sei die Gesammt- 
kraft P, welche auf den materiellen Punkt wirkt, sowie ihre 
Richtung als Function der Zeit gegeben oder es seien die 
Terschiedenen Componenten F', P" , , deren Besultirende 



oder 





§15. Beweguigsnioment Antiieb. 
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die Kraft P ist« alle sammt ihrer jedesmaligen Bichtnng 
als Function der Zeit gegeben. Da die Masse m des mate- 
riellen Punktes constant ist» so können vir die Gleichung 13) 
in der Form schreiben: 

oder d{jn%i^ss Xdtf welche nach unseren Festsetzangen be- 
sagt, dass sich der Zuwachs der Grösse mu während einer 
sehr kleinen Zeit di vom Product der Zeit dt in den Werth» 
den die 9>Componente der Kraft in irgend einem Momente 
wShrend dieser Zeit hatte, nur nm nnendlich Kleines höherer 
Ordnung unterscheidet» d. h. um eine Grösse, welche durch 
d t diTidirt sich mit abnehmendem dt der Grenze Null nfthert 
Die Integration dieser Gleichung liefert, wenn wir die zn 
irgend einer Zeit (der Anfangszeit) gehörigen Werthe mit 
dem Index Null, die zu einer späteren, ebenfalls beliebigen 
Zeit mit dem Index n bezeichnen: 

tn 

17) mu^'^mu^^ JXdt* 

Das Product aus der Masse in die G^eschwindigikeitSGompo* 
nente in der Absdssenrichtang nennt man das Bewegnng»- 
moment des materiellen Punktes bezfiglich der Abscissen- 
richtnng, das Produkt Xdt den Antrieb der Kraft in dieser 

Bichtung während des Zeitdifferentiales dt, das bestimmte 

Integrale fXdt den gesammten Antrieb der Kraft w&hrend 

der Zeit — in dieser Richtung. Man kann also die 

Gleichung 17) mit folgenden Worten aussprechen: der Zu- 
wachs des Bewegungsmoiuentes des materiellen Punktes 
bezüglich der Abscissenrichtung während einer beliebigen 
Zeit ist gleich dem gesammten Antriebe, der auf ihn 
wirkenden Kraft in dieser Richtung während dieser Zeit, 
was natürlich auch für beliebig kleine Zeitmomente gilt. 
Das bestimmte Integrale drückt natürlich aus, dass d^r 
Antrieb in der Abscissenrichtung während der Zeit — 
so zu definieren ist: Man theilt die gesammte Zeit t^^t^ 
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in sehr viele sehr kleine Theile t — l < 

Man bezeichnet den Werth der -X-Componente der Kraft P 
zu irgend einer innerhalb der Zeitstrecke — liegenden 
Zeit mit Xj, zu irgend einer innerhalb — liegenden 
Zeit mit ... Der Gesammtantrieb der Kraft P in der 
Abscissenrichtung während der Zeit ^ — ^ ist dana zu 
defixiiren als die Limite der Summe: 

18) X, (i, - g + - ... - 1^^). 

Daraus, dass sich (^^ — nur um ein unendlich 
Kleines höherer Ordnung vom Zuwachse des in der Ab- 
scissenrichtung geschätzten Bewegungsmomentes unter- 
scheidet, folgt sofort, dass sich der Ausdruck 18) dem Öe^ 
sammtzuwachse dieses Bewegungsmomeates während der 
Zeit t — L alB Limite nähert 

Da immer XssX'H--2^"+ ... ist» so sieht man sofort^ dass 
der Antrieh der Besnltirenden immer ^^ch der Summe der 
Antriebe ihrer Gomponenteu ist Schreiheu mr statt t^, was 
ja efaie ganz heliehlge Zeit ist^ wieder i und daher auch statte, 
wieder u, so können wir die Gleichung 17) auch so schieiben: 



Am 

Da 1» B ist» so liefert die nochmalige Integration nach t, 
wemi man und daher auch eonstant hetEachtet: 

« = «0 + «*o(^ - ^o) + 



19) 



t 

- «0 + - <o) + ^ Jis-Qmdgt, 

wobei X{q) die Grösse ist, die man erhält, wenn man X als 
Function Ton t ausdrückt und dann statt t die Integrations- 
yariaUe q suhetitairt. 

Alles Gesagte gUt natOriich ebenso wie f&r die AbsciBsen« 
richtong auch für die ^ und jc-ftichtiing. Die Ghrösse Pdt 
nemit man auch den gesammten Antrieb der Kraft PwShcend 
der Zeit dt 

Boltsmann, Meohaolk L ^ 
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§ 16. Lebendig« Kraft. Arbeit 

Die Betrachtungen des TOiigen Paragraphen fthren 
nmnittelbar zur Lösung der Aussähe, wenn die Kraft direct 
als Fnnction der Zeit gegeben ist Dies ist jedoch meist 

nicht der Fall, meist sind die Kräfte als Functionen der 
relativen Lage verschiedener materieller Punkte gegeben. 
Dann haben die im vorigen Paragraphen entwickelten 
Formeln wenig Nutzen. Denn um fXdt, fYdt und fZdt 
berechnen zu können, müsste man die relative Lage sämmt- 
licher Punkte als Function der Zeit bereits kennen, also 
die ganze Aufgabe schon gelöst haben. Mehr Nutzen ge- 
wSlirt dann der Satz der lebendigen ICraft, zu dem man 
in folgender Weise gelangt Ans den Gleichungen 14) folg^ 

da sich dsfät der Grenze c, daher derselben Grenze, 

de a 

da 

oder in Differentialfoim nach dem Schema 4a geschrieben, 

mcd6 ■= 8d9 

nnd durch Integration 

20) Iif^I!^^fsd8. 

Man nennt nun das Product der Masse in das halbe Quadrat 
der Geschwindigkeit die lebendige Kraft, das Product Sds 
die während des Weges ds geleistete Arbeit, das Integral 
fSds die gesammte Arbeit der Kraft Die Gleichung 20) 
hesagt also in Worten ausgedrQckt, dass der Zuwachs der 
lebendigen Kraft eines materiellen Punktes immer gleich der 
Gesammtarheit der auf ihn wirkenden Kraft ist 

S ist die Gomponente der Gesammtkraft P, welche auf 
den materiellen Punkt wirkt in der Bichtung des Weges ds. 
Wir bezeichnen mit dx, dy, d% die Zuwächse, welche die 
Coordinaten x, y, % des materiellen Punktes erfahren, wenn 
derselbe den Weg ds zurücklegt, also die Componenten des 
Weges ds in den drei Coordinatenrichtungen ; femer mit A', F, Z 
die Componenten der Kraft P in den Coordinatenrichtungeui 
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endlich mit dp die Projection des Weges ds auf die Biehiang 

von P. Die Projectionen S nnd dp sind mit positiTon oder 

negativen Zeichen zu yersehen, je nachdem sie in die Richtung 
von ds resp. F oder die entgegengesetzte fallen. Dann ist: 

iS = P cos {F,da)f dp ^ ds cos (P^d«), 

cos (Py d») « cos (P, x) cos {ds, x) + cos {P,y) cos {ds, y) + 

+ cos {P, z) cos {ds, x)j 

. X^sFcoa {FfX); dx » da cos 

mit Tier analogen Gleiohimgen f&r die beiden anderen Ooordi- 
natenazen. Daher ist die i^durend des Weges da geleistete Arbeit 

22) Sds = Pds cos {P,ds) = Pdp = Xdx + Ydy + Zdx. 

Man kann daher die Arbeit einer Kraft während einer un- 
endlich kleinen Wegstrecke auch finden, indem man die 
Intensität der Kraft mit der Länge der Wegstrecke und 
dem Oosiniis des Ton beiden eingeschlossenen Winkels oder 
niit der Projection der Wegstrecke auf die Bichtang der 
Kraft multiplicirt Die letzte der Gleichungen 22] besagt» 
dass die Arbeit einer Eraft gleich der der Summe ihrer Oom- 
ponenten nach den drei Ooordinatenrichtungen ist» denn Xdx 
ist gemäss der gegebenen Definition die Arbeit der aj-Com- 
ponente unserer Kraft. Es gilt noch allgemeiner folgender 
Satz: wenn beliebige, auf einen Punkt wirkende Kräfte 
P', P", ... die Resultirende P haben und dieser Punkt einen 
beliebigen, unendlich kleinen Weg zurücklegt, so ist die 
Arbeit der Kraft P immer gleich der Summe der Arbeiten 
ihrer Componenten. Man überzeugt sich von der Richtig- 
keit dieses Satzes am leichtesten, wenn man die Arbeit jeder 
dieser Kräfte durch die Summe der Arbeiten ihrer drei 
Componenten nach den drei Ooordinatenrichtungen ersetzt 
Man kann die Gleichung 



auch direct in folgender Weise ableiten: man multiplicirt die 

linke Seite der Gleichung 16) mit udtj die rechte mit dx, was 
ja gleich u dt ist, femer multiplicirt man die analoge Gleichung 




bezüglich der y-Axe, also die Gleichung m 



dv 
dt 



« Y, links 

4» 
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mit vdt, rechts mit dy, verfahrt analog mit der entspreciieu- 
den GUeichimg bezüglich der x-Akq und addirt schliesslick 
die drei so erhaltenen Gleichungen. Man eibäh so mn» 
Gleichung, deren linke Seite miftdu + vdv wduf)f also 
gleich d{\me^ und deren reohte Seite gleich Xdx + Tdp 
+ Zdz ist 

Wollte man Gleichungen zwischen Differentialansdr&eken 
▼ermeiden, so mtlsste man zun&chst sehr viele sehr nahe 

liegende, vom Beweglichen dnrchlaa^e Banmpnnkte A^^j 
Ä^j A^, ... durch Gerade \A^, A^A^, ... A^^A^ verbinden. 
Wir bezeichnen für einen beliebigen Werth von k die 
Gerade ^ mit Js^^; ferner mit P^^ die Kraft, welche 
auf den materiellen Punkt in wirkt, mit 5^, Xj^, F^, Z^, 
deren Componenten in der Bichtung Aj^^ A^ und in den 
Coordinatenrichtungen, mit Jj?^, Ax^^ Jyj^, Ax^ die Pro- 
jectionen von A9^ aof die Richtungen von nnd die 
Coordinatenrichtungen, endlich dnrch ein vorgesetztes A den 
Zuwachs einer der Grössen t, v, $o brau üebergange 
Tom Punkte A^^ zu z. B. mit Ai die dazu erfi>rder]iche 
Zeit. Die Gleichungen 21) und 22) gelten dann unver&ndert^ 
nur dass man für P, 8, X, r, Z, dsy dp, dx, dy, dz zu 
schreiben hat: Pj^, 5^^, Xj^j r^, Z^, Asj^, Ax^, Ayj^, Ax^, 
Die Gleichungen, welche durch diese Buchstabenvertauschung 
daraus entstehen, wollen wir die Gleichungen 21*) und 22*) 
nennen. 

Die Gleichungen 1], 4) und 16) schreiben sich in der Form 

• «Km^, ««lim^ , »lim^=^JS; etc. 
woraus folgt 

\ Asu Asi * Asu) Asu ^ 

Daraus und aus den Gleichungen 21*) und 22*) folgt dann 
nach den Begeln der Integralrechnung: 

\mi^S^As^^l^^l\Ap^^^^I\A8^tm (i> - 
= hm2(-^^a^*+ Y^Ayj^-^- Z^Ax^=^ 
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welche eben in der symboliechen Schreibweise der Integral- 
redmniig die Form 20) aimimmt Die Gleichiiiig 19) mftSBte 
entweder als AbgekOrztw Ansdmck tut die Integral- 
^eidiiing 20) betrachtet oder in Quotientenform so ge- 
schrieben werden: 

Pd8eofi(PfäB) Pdp _ Xdx+Ydy + Zdx 

Sd8 Sda ~~ Sds " 

§ 17. Die Lifl8ajou8*iehen Figuren. 

Wir wollen als ersten specieUen FaU denjenigen be- 
trachten, wo ein einziger materieller Punkt von der Masse m 
Torhanden ist, dessen rechtwinkelige Coordinaten wir mit 
X, y, Xj dessen Geschwindigkeitscomponenten wir mit u, v, w 
bezttdmen. Die drei Oomponenten Z der daranf 

wirkenden Gfesammikraft in den Coordinateniichtongen sollen 
den CSoordinaten des materiellen Punktes proportional sein. 
Sie soUen immer nach der Seite wirken, wo der Goordi- 
natennrsprung hegt, so dass sie fftr positive Werthe der 
Coordinaten die Richtung der negativen Coordinatenaxen 
haben, weshalb wir sie mit negativen Zeichen versehen wollen. 
Es wird also dann sein: 

wobei Ojj, und a^^ constant sind* Es ist daher in den 

allgemeinen Bewegungsgleidinngen 13) för m^j x^y y^f x^^ 

«j, v^, Wy^, X^, Tj, Zj zu setzen m, Xj x, u, v, w, 

wodurch sie die Form annehmen: 

Kräfte, welche Ton anderen im Endlichen liegenden 

Punkten auf unseren materiellen Punkt ausgeübt werden, 
können nicht genau nach diesem Gesetze auf ihn wirken, 
weil ja dann die Anziehung in unendlicher Kntfenumg nicht 
verschwinden, sondern im Gegentheile unendlich gross werden 
würde. Wir finden jedoch einen Fall, wo die Gleichungen 23) 
wenigstens angenähert gelten in folgender Weise. Der be- 
we^che materielle Punkt Ton der Masse m befinde sich 
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unter dem Einflüsse beliebig yieler anderer im Räume un- 
beweglicher materieller Punkte, welche solche Kräfte auf 
ihn ausüben, dass er, sobald er sich im Coordinatenanfangs- 
punkte befindet, im Gleichgewichte ist, d. h. dass sich da- 
selbst alle auf ihn wirkenden Kräfte aufheben. Ferner soll 
sich der bewegliche materielle Punkt vom Coordinaten- 
ursprunge immer nur um eine Strecke entfernen, welche 
klein ist gegenüber jeder der Entfernungen der auf ihn 
wirkenden materiellen Funkte. Dann sind auch die Goor- 
dinaten Xf y, x des beweglichen materiellen Punktes klein 
gegen alle diese Entfernungen und man kami die £raft- 
function V nach Potenzen dieser Coordinaten entwickeln. Be- 
zeichnen wir die Werthe, welche man erhält, wenn man in 

jB SS y s « SS 0 setssl^ mit a^^ o^, o^, a^^, ^hs * "9 ^ wird: 
F=fl^j + a|af + 0^^ + 05« + 011-^+01,^+ .... 

Da die in den Coordinatenrichtungen auf den beweglichen 
materiellen Punkt wirkenden Kraftcomponenten immer die 
negativen partiellen Differentialquotienten Ton V nach den 
betreffenden Coordinaten sind und für x — y = x 0 ver- 
schwinden sollen, so muss s 02 — 0 sein. Ich setze 
femer als aus der analytischen Geometrie bekannt Toraus» 
dass man die Lage der Ooordinatenaxen immer so wShlen 
. kann, dass <>i2 ** «Ss * = ^ Acceptiren wir diese 

Lage der Goordinatonaxen und Temachlässigen wegen der 
Kleinheit der Coordinaten die Glieder, welche bezügUch 
derselben von höherer Ordnung als der zweiten sind, so 
folgt: 

^ = «0 + i Kl + + 

Wir erhalten daher für die Componenten der Kräfte, welche 
auf den materiellen Punkt in den Coordinatenrichtungen 
wirken und fOr die Bewegungs^^chungen die Gleichungen 
23) und 24). 

Wenn die drei Constanten o^^ a^^ und positiv sind, 
so wird, sobald der materielle Punkt unendlich wenig in 
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irgend einer der drei Coordinatenrichtüngen von seiner Ruhe- 
lage entfernt wird, immer eine Kraft geweckt, welche ihn 
wieder gegen diese zurücktreibt. Man sagt dann, das Gleich- 
gewicht des materieUen Punktes in seiner Euhelage ist stabiL 
Wäre emer oder melirere dieser Coefficienten negatiTy so 
wQide, wenn sich der materielle Punkt ein wenig in der 
betreffenden Coordinatenrichtnng ans seiner Buhelage ent- 
femty eine Kraft wirksam, die ihn noch weiter von derselben 
wegtreibt Es müssto also dann, wenn der materielle Funkt 
keine Anfeuigsgeschwindigkeit hätte, die betreffende Ooordi- 
nate mindestens so lange fortwachsen^ bis die obigen Formeln, 
die ja blosse Annäherungsformeln sind, nicht mehr gelten.. 
Man sagt dann, das Gleichgewicht ist labil. Diesen Fall, 
sowie die Fälle, dass einer oder mehrere der Coefficienten 
ö^j, ^33 verschwinden oder dass die gemachte Reihen- 

entwickelung unzulässig wird, wollen wir nicht näher be- 
trachten. Letzteres wäre nur möglich, wenn die Kraft, die 
einer der wirkenden Punkte auf den Beweglichen ausübt, in 
der unmittelbaren Umgebung der der Ruhelage des letzteren 
entsprechenden Ekitfemung nicht nach dem Taylor' sehen 
Satze entwickelbar wäre. Wir beschäftigen uns daher aus- 
schliessHch mit dem Falle, dass a^^, o^a und o^^ positiv sind. 

Die drei Differentialgleichungen 24) sind yoUkommen 
Yon einander unabhängig. Daher gentigt es, die erste zu 
behandeln. Ich setze ihr Integrale als bekannt voraus. Wenn 
A und B zwei willkürliche Constanten und 4- + = C, 
arctg {AjB)= — D ist, so lautet dasselbe: 

Bestimmt man die Constante so, dass für i = 0, 05 = sc^, 
u SS ~j SS wird, so folgt: 

26) * = a^co8(<|/g + «,|/|8m(*^). 

Die Oomponente der Bewegung in der Abscissenrichtong ist 

eine periodische. Der Werth von x schwankt zwischen 



Digitized by Google 



56 



n. § n. Die LiM^ODB^iehen Figuno. 



+ C = |/^o^ + ^ fortwährend hin und her 

und ist bei passend gewähltem ZeitaaÜBmge immer pro* 
portional dem Sinns des mit einer Constanten mnltq^Udrten 
Werthes der Zeit Man nennt eine solche Bewegung eine 
ein&die Sinnsbewegung oder eine harmonische Bewegung 
oder auch, weil das Pendel angeifert nach diesen Ge- 
setzen schwingt; eine einfache Pendelschwingung. Dieselben 
Werthe von x und u kehren der Reihe nach wieder, wenn 
die Grösse unter dem Sinus- und Cosinuszeichen um 2 n, also 

wenn t nm 2 r s 2 9r irewachsen ist Die Hälfte r dieser 

Grösse, also die Dauer eines Hinganges, welche gleich der 
eines Herganges ist, nennt man die Schwingungsdauer. Das 
durch die Schwingungsdauer dividirte Product der Zahl it 
und der Zeit, welche seit dem Momente verging, wo x zum 
letzten Male gleich + Ö war, nennt man die Phase der 
Bewegung. 

Gf^leiches gilt natOrlich für die Oomponente der Be- 
wegung in der Bichtong der y- und ^r-Aze; doch sind die 
entsprechenden Schwingungsdanem nnd t^' im Allgemeinen 
nnter einander und von r Terschieden. 

Wir wollen nur noch einige Worte über die jedenfalls 

möglichen Lösungen bemerken, für welche zu jeder Zeit 
» = 0 ist. Dann bekommen wir nebst der Gleichung 25) die 
analoge Gleichung für die ^-Axe: 



26) 2^ = %co8^<|/^j+-.l/^'^(V^j 

Sei das eine Ende eines elastischen Stabes Ton recht- 
eckigem Querschnitte festgeklemmt» am anderen Ende aber 
eine TerhSltnissmässig grosse Masse m befestigt (Wheat- 

8 tone 's Kaleidophon), so macht diesselbe angenähert die 
durch die Gleichungen 25) und 26) dargestellte Bewegung, 
ebenso ein Punkt eines Lichtstrahles, welcher vorher von 
zwei Spiegeln reflectirt wurde, die an den Zinken zweier in 
auf einander senkrechten Ebenen schwingender Stimmgabeln 
befestigt sind (Li ssajous' sehe Figuren). Beides kann ent- 
weder als Erfahrungsthatsache betrachtet oder ans den 
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späteren Bildern fUr die elastischen Erscheinungen abgeleitet 
werden. 

Die Bahn finden wir in diesem Falle, wenn wir die 
Zeit aus den beiden Gleichungen 25) und 26) eliminiren. 
Ist das YeihaltnisB der Schwingungsdaoem r und r ein 
rationales, so erhält man dadurch immer eine algebraische 
Gleichung zwischen m imd y, Ist dieses VerhSltniss aber 
irrational, so bildet die Bahn zwar einen fortlaufenden 
limenzng, dieser aber fllllt mit wachsender Zeit allmShlich 
ein ganzes endliehes Stück der Ebene (ein Rechteck) immer 
mehr continuirlich aus, so dass der materielle Punkt jedem 
Punkte dieses Stückes der Ebene beliebig nahe kommt, wenn 
nur die Zeitdauer der Bewegung lang genug gewählt wird. 

Wir wollen noch folgenden Fall betrachten: Auf un- 
seren materiellen Punkt, auf welchen in der Richtung OK 
die Kraft — a^^x, in der Richtung 0 F die Kraft — a^^ y 
wirk^ soll noch eine dritte Kraft von constanter Intensität p 
wirken, welche in der a;^-Ehene gerade yom Coordinaten- 
nrspnmg hinweg gerichtet ist Es w&re dies der Fall, wenn die 
Axe des Stabes des Wh eatstone' sehen Ealeidophons hori- 
zontal wäre imd auf die am Ende befestigte Masse m ausser 
der Elasticitftt des Stabes noch die Schwere wirken wflrde. 
Wennp in der Abscissenrichtnng wirkt, tritt das Gleichgewicht 
für X — p(a^^ ein, wirkt dagegen p in der Richtung der ?/-Axe, 
so ist für den Fall des Gleichgewichtes y —pja^^' 
hch die Richtung der Kraft p gegen diese beiden Richtungen 
geneigt, so fällt die Verschiebung, welche der materielle 
Punkt aus seiner Ruhelage 0 erfährt, im FaUe des Gleich- 
gewichtes nicht in die Richtung der Kraft, wenn o^j und 
verschieden sind. Sind z. B. die Seitenflächen des Stabes 
des Wheatstone^schen Kaleidophons gegen die Horizontal- 
ebene geneigt, so wird derselbe dundi ein am Ende an- 
gdi&ngtee Gewicht nicht in einer Verticalebene, sondern in 
einer gegen die Vorticale geneigten Ebene nach abw&rts 
gebogen, wenn sein Qaerschnitt ein Bechteck ist 

Wir kehren wieder zn der durch die allgemeinen 
Gleichungen 25) und 26) bestimmten Bewegung ohne Wirk- 
samkeit der Kraft p zurück und betrachten den Fall, wo 
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Oji = immer eintritt, sobald jedem auf das Be- 

wegliche wirkenden materiellen Punkte ein zweiter ent- 
spricht, der ebenso relativ gfgen die y-Axe, wie der erste 
gegen die x-Axe liegt. Wir wollen dann a^^ = a^^ = a setzen. 
Die Elimination der Zeit aus den beiden Gleichungen 25) 
und 26) lehrt, daas dann die Bahn geradlinig -mrdf falls 
X und y gleichzeitig ilire grössten gleicli oder entgegengesetzt 
bezeichneten Werthe annehmen. 

Wählt man diese Zeit als Zeitan&ng^ so ist u^s 9^= 0, 
nnd sind im ersten Fall gleich-, im zweiten entgegenge- 
setzt bezeichnet Man sagt dann, die PhasendiffBrenz zwischen 
der Bewegung in der Abscissen- nnd Qrdinatenrichtung ist 
gleich Null oder jr. Von der Geraden wird natürlich nur 
ein endliches Stück V^M-^o^ ^ einen und 

anderen Riclitung durchlaufen. Wenn die Phasendifferenz 
dieser beiden Bewegungen l tt oder ist, d. h. wenn ,r 
seinen grössten positiven oder negativen Werth hat, während 
y=tO ist und umgekehrt, so ist, wenn man einen der ersten 
Momente als Zeitanfang wählt, Uq = y^^^ 0. Die Elimination 
der 2ieit zeigt, dass dann die Bahn eine Ellipse, deren 
Axen mit den Coordinatenazen zasammenfiBllen, oder ein 
Ereis ist; sonst ist die Bahn eine geneigte EDipse. 

Wenn in den Gleichungen 25) nnd 26) a^^ und o,, nicht 
Töllig gleich, aber nnr wenig verschieden sind, so geschieht 
die Bewegung lange so, als ob sie Yollslftndig gleich wären 
und es ändert sich nur allmählich die Phasendifferenz 
zwischen den Bewegungen in der Abscissen- und Ordinaten- 
richtung. Auch wenn und y'a^^ sehr angenähert in 
einem durch einfache Zahlen ausdrückbaren rationalen 
Verhältnisse stehen, geschieht die Bewegung lange so, als 
ob sie genau in diesem Verhältnisse stünden und es hndet 
allmählich wieder eine Phasenyerschiebung zwischen der 
Bewegung in der Abscissen* nnd Qrdinatenrichtung statt 

Aehnlich betrachtet man in der Astronomie die Störungen 
der Planetenbahnen so, als ob jeder Planet sich in jedem 
Momente nach den Eepler*sdien Gesetzen in einer ge- 
wissen Bahn bewegte und nur allmählich die Mem^te dieser 
Bahn sich mit der Zeit änderten. 
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§ 18. Gedämpfte harmonische Schwingungen. 

Wir ^Yollcn nua noch den Fall betrachten^ dass nebst 
der der Coordinate proportionalen Kraft noch eine der Gto* 
schwindigkeit proportionale wirkt Wir wollen in diesem 
FaUe aW nur die Bewegnng in einer Geraden ins Ange 
fassen. Wählen wir diese Gerade znr Abscissenaxe, so er- 
halten wir also jetsst an Stelle der ersten der Gleiehnngen 24) 
die Gleichung 

a nnd b sind Oonstanten. Die der Geschwindigkeit pro« 
portionale Kraft soll stets der Bewegung entgegenwirken, 
weshalb wir ihr das negative Zeichen geben. Die Bewegung 
eines langsam unter dem Einflüsse der Schwere und des 
Luftwiderstandes schwingenden Pendels geschieht, wie wir 
später sehen werden, mit grosser Annäherung nach den 
durch diese Gleichungen ausgesprochenen Gesetzen. Die 
Kräfte, w^elche Lufttheilchen ausüben, lassen sich gut durch 
das Bild von Centrikräften darstellen und man kann hieraus 
(wenigstens beüäufig) motiTiren oder als aus der Erfahrung 
bekannt yoraussetzen, dass die Bewegnng der Lufttheilchen 
in der Umgebung des schwingenden Pendels angenähert so 
geschieht^ dass die Kraft der ersteren auf das letztere der 
Geschwindigkeit desselben proportional ist. Nach den durch 
die Gleichung 27) bestimmten Gesetzen schwingt auch ein 
durch eine Kupfermasse gedämpfter Magnet Wir wissen in 
diesem Falle weniger über die Bilder, durch welche sich die 
von den elektrischen Strömen der Kupfermasse auf den 
Magneten ausgeübten Kräfte darstellen lassen. Es lehrt aber 
auch hier -wieder die Erfalirimg, dass die dämpfende Kraft 
der Geschwindigkeit proportional ist Die Integration der 
Gleichung 27) liefert 

sobald ^ > am ist^ wobei 



b-Vb^- am 
^ " « 
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positive Grössen sind, wenn, wie wir annehmen, a und b 
positiv sind, d. h. wenn die der Goordinate proportionale 
Kraft eine Anziehung, die der Geschwindigkeit proportionale 
eine Dämpfung ist C und sind die Integrationsconr 
stauten, die ohne Weiteres bestimmt werden können, wenn 
die Werthe der Coordinate und Geschwindigkeit zu An- 
fang der Zeit gegeben sind. Die irgend oner Zeit ent- 
sprechende Abscisse besteht also ans zwei Summanden, 
welche sich beide mit wachsender Zeit nach dem Ezpo- 
nentialgesetze asymptotisch der Null nShero, d. h. sie nehmen 
in geometrischer P r o g r e s sion ab, wenn die Zeit in aritii- 
metischer wächst. Der erste Summand nimmt noch weit 
rascher als der zweite ab, so dass nach längerer Zeit zwar 
auch der zweite sehr klein, aber der erste noch viel kleiner 
geworden ist. ^ 
Für = am folgt aus Gleichung 27) 

ht 

Beide Glieder nähern sich mit wachsender Zeit asympto- 
tisch der Null, jedoch nur das zweite nach dem ein&chen 
Ezponentialgesetze und es wäre wie im frühoren Falle leicht, 
diejenige Relation zwischen dem An^Etngsweräie der Coordi- 
nate und dem der Geschwindigkeit zu finden, welche erfüllt 
sein muss, damit nur das eine oder nur das andere Glied 
auftritt. Die Bewegung heisst in den beiden betrachteten 
Fällen eine aperiodische. 

Ist <i am, so werden die l)eiden im ersten Falle mit 
«fi und bezeichneten Constanten complex und man findet» 
wenn man die imaginären Exponentiellen in bekannter Weise 
durch trigonometrische Functionen ersetzt: 

»-[(;8in(f) + Cioos(f)j» ' 

wobei zur Abkürzung gesetzt wurde: 
28) T = — 



T 

f 



so dass 

28a) -2- = ^^ 
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ist Wenn t qm r w&chBt, woohs^la beide Addenden im 
Ansdnicke fOr x, daher aodi st se&bet das Yoraeicheii. Ea 
muas also » jedesmal im Verlanle einer Zeitstrecke toi 
der Lftnge r einmal NuU werden. Wählen w einen solchen 
2jeiimoment» fOx den mmtO mrä, als Zeit NuU, so irird: 

28b) (7«"^*8in(^]. 

Jedesmal nach Verianf der Zeit x, sonst aber nicht, wird 
fl» » (K Dazwischen hat x abwechselnd positiTe nnd negatiTe 
Maxima, sobald dz/di 0 ist, welche Bedingung sich wegen 

-^e" ' [- sin + ;r cos 



dx 
dt 



29) 
auf 

ao) *g(^) = T 

reducirt. Wir wollen jeden positiven und jeden negativen 
grössten Zahlenwerth von x eine grösste Excorsion nennen. 
Ist <| die awiechoi Null und liegende Wurzel disser 
Gleidinng, so hat jede folgende die Form t^+kr, r ist 
also die Zeit, wekhe zwisc^n d«n Eintritt «ner grdsstm 
Ezcursion und der nächsten darauf folgenden oder, wie 
man anch sagt, eines ümkehrpunktes nnd des nächst- 
folgenden vergeht, also die Zeit eines ganzen Hinganges^ 
welche natürlich gleich der Zeit eines Herganges ist und 
welche wir die Schwingungsdauer nennen wollen. Sie ist 
auch die Zeit, welche zwischen zwei sich folg^den Durch- 
gängen durch die Ruhelage vergeht. 

Ist Xj^ der Absolutwarth irgend einer grössten Ezcursion^ 
so ist der der nächsten Xjt + i — Xif»e~^. Die Bewegung ist 
daher ebenfalls eine periodische, schwingende; aber die 
grössten Ezcursionen nahem sich in geometrischer Pro- 
gression assymptotisch der Nulle* Aus der letzten Gleichung 
findet man: 

i-lognat^^lognat"***"''^ 



Man nennt A das logahthmische Decrement Es ist der 
aatilrUche Logarithmus des Quotienten zweier sich folgender 
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grösster Excmsioiien oder auch des Quotienten des Abstandes 
des k + Iten und k + 2ten Umkehrpunktes in den des A:ten 
und ifc + 1 ten. Man ntant den Abstand zweier sich folgender 
ümkehipnnkte die betreffende Schwingungsweite. 

§ 19. YenoMedene Anregrungsarten gedfimpfker Fendel- 

Bchwingungen. 

Wir wollen nun folgende Anregungsarten betrachten. 
Es sei das Bewegliche anfangs in Buhe. Zur Zeit Null werde 
ihm plötzlidk die Gfeschwindigkeit ertheilt Der dazu &> 
forderliche Antrieb ist: 

Aq^/ Xdi aas TO t*Q . 

Dann gelten die Gleichungen 28b) und 29), da für t = 0, 
= 0 ist. In letzterer wird für ^ = 0, dxjdt = UQ. Es 
ist also 

n 

Daher wird die darauf folgende grösste Excuraion 

Denn dieselbe tritt für t — t^^ ein, was die kleinste positire 
Wurzel der Gleichung 30) ist. Man kann daher, wenn X 
und r bekannt sind, aus der ersten grOssten Ezcursion die 
an£Euig8 ertheüte G^eschwindi^eit berechnen. Fohrt man 
statt % ein und setzt für m seinen Werth ans der 
zweiten der Gleichungen 2S&), so folgt 

In der GkdTanometrie gilt eine der Gleichung 27) gleich* 
lautende Glächung, nur bedeutet x den galvamschen Strom, 
den Integralstrom, a den Beductionsiactor, m das Trilg- 

heitsmomeni 

Wir betrachten nun folgende andere Anregungsweise 
des materiellen Punktes zur Bewegung. Man ertheile dem- 
selben im Augenblicke jedes Durchganges durch die Ruhe- 
lage die Geschwindigkeit u, in der Bichtung, in der er sich 
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gerade bewegt Der gesammte dazn erfordeiüelie Antrieb 

seiJj. Man nennt dies die ballistische Multiplicationsmcthode, 
Ei's wird dann mit der Zeit ein stationärer Schwingungs- 
zustand eintreten, wobei die grösste Excursion jedesmal 
dieselbe ist. Für diesen mnss dann nach jeder Rückkehr 
in die Ruhelage die seit dem vorigen Durchgange durch 
diese Terlorene Geschwindigkeit durch die nen ertheilte 
gerade ersetzt werden. Wenn also Uq die Geschwindigkeit 
im Momente nach HinzufÜgung der Geschwindigkeit ist, 
80 ist (?gL Formel 29) u^^^*- die Gteeohwindigkeit, mit 
welcher der materielle Punkt wieder in die Buhelage zurftdr- 
kehrt und da diese durch Hmzuftigong Ton wieder in 
übeigehen muss, so hat man: 

ist wie früher durch die Gleichung 31) mit Uq verbunden, 
aus welcher durch Substitution Ton sich ergiebt 

A ^ 3t 

TU, - — «0*« T 



2 ist im stationären Zustande die Schwingungsweite* 
Würde die Geschwindigkeit immer , nur beim Durchgange 
durch die Buhelage in dem einen Sinne, nicht aber bei d^ 
im entgegengesetzten Sinne ertheilt, so wOrde dch nichts 
ändera, als d as 

1-.-« 

wäre. In jedem Falle lässt sich aus der Schwingungs- 
weite des stationären Zustandes und aus k und t berechnen. 
Ist überdies noch m oder a bekannt, so kann auch der 
jedesmal ertheilte Antrieb gefunden werden. 

Eine dritte Anregungsmethode ist die Zurückwerfimgs- 
methode. Dabei ertheilt man bei jedem zweiten Durchgange 
durch die Buhelage eine Geschwindigkeit in der der Be- 
wegung entgegengesetzten Bichtnng. Wenn das Bewegliche 
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unmittelbar nachher die Geschwindigkeit hat, so hat is 
bei der zweiten Rückkehr nach der Ruhelage die Ge8chwin(ü,a 
keit u^e"^^ and es musa fiir den stationären Zustand 

daher 



«0 



seiiL IKe «csto eintretende gttete Ezonzaian ist irieder mfr 1 
durch die Gleidrang 81) Terbnnden» die zweite ist «'^mal | 
kleiner. Die Emf&hning von statt in diese Glei«^iuig | 
bietet keine Schwierigkeit 

Wir wollen noch eine vierte Anregungsweise betrachten, 
welche wir das Multiplicationsverfahren mit andauernder 
Kraft nennen wollen. Wir lassen während eines ganzen 
Hinganges auf das BewegUche eine constante Kraft X in 
der Bewegungsrichtung wirken. Während des ganzen Her- 
ganges lassen wir eine gleiche entgegengesetzte Kraft 
wirken, welche also jetzt wieder die Richtung der Bewegung 
hat Ist der Zustand stationär geworden, so geschieht der 
Hingang einfach so, als ob die Ruhelage nicht im Coordi- 
natenursprunge, sondern in dem Funkte mit der Absdase 
I a JT/a w&re, beim Hergänge aber im Punkte mit der 
Abscisse — |. Wenn daher 2x^ die Schwingungsweite im 
stationSren Zustande ist, so ist wShrend eines Hinganges 
+ ^ als die erste und x^ — ^ als die zweite grösste 
Excursion anzusehen. Es ist also 

oder 

+ 1 




Die letzten Aufgaben sind specielle Fälle des allgemeinen 
Problems^ dass auf den materiellen Punkt ausser dieai beiden 
bisher betrachteten Kräften, von denen die erste dar Es- 
cursion, die zweite der Geschwindigkeit propostional iat, nodb 
eine andere Kraft wirict» welche eine bdiebige Function f(t^ 
der Zeit ist^ so dass die Bewegungsgleichung lautet: 
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Die allgemeine Integration dieser Gleichung nach der Methode 
der Integration von linearen Differentialgleichungen mit con- 
stanten CoeMoienten und zweitem Theüe hat keine Schwierig- 
keit Für 

n 

wo dieee Gleichung das Mitschwingen eines elastischen 
Eöipers oder sonstigen Besonators mit einem einfachen Tone 
liefert^ nimmt ihr allgemeines Integral die Gestalt an: 

« = [Ccos^ + sin-^J e" * ' + 4 siii ("V " ^) • 

Dabei sind r und A wiederum durch die Gleichungen 28) 
gegeben, m und & aber sind Constanten, deren Werthe 
durch die beiden Gleichungen 

Ol cos 17 SB a — — j-, 

bestimmt sind. 

Für den stationären Zustand verschwinden im Ausdrucke 
für z alle Glieder his auf das letzte. Der materielle Punkt macht 
also einfache harmonische Schwingungen, welche dieselbe 
Periode, wie die anregende Kraft haben. Die Schwingungs- 
weite 2Bj<o ist ein Maximum , wenn = 7rm/]/am — 2 6^ 
ist Wenn x^^n yinjät also gleich der Schwingungsdauer ist» 
welche der materielle Punkt hätte, wenn er ohne D&mpfnng 
bei Reicher, der Ooordinate proportionalen Kraft schwingen 
wfirde, so ist die Geschwindigkeit in der Buhelage ein 
MMmnin und i^ss^^k; die Phasendifferenz zwischen den 
Schwingungen des Punktes und denen der Kraft ist also \ n. 
Für grössere liegt sie zwischen Null und ftbr kleinere 
zwischen \n und n, 

g 20. Gmndgleiohungen fiir die Centralbewegung. 

Wir wollen uns nun mit dem folgenden Beispiele be- 
fassen. Die Besultirende aller Kräfte, welche auf einen beweg- 
lichen materiellen Punkt Ton der Masse m wirken, dessen 

BoItBmann, WnäiaaSkt. 5 
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Goordinaten zur Zeit i mit x,y,x bezeichnet werden sollen, 
sei eine Function f(r) der Entfernung desselben Ton einem 
im Räume festen Pimkt O und falle auch immer in die 
Bichtung Ton r. Wir geben wieder der Function f{r) das 
positive oder negative Vorzeichen, je nachdem die Kraft die 
Entfernung r zu vergrösseru oder zu verkleinern strebt, 
d. h. je nachdem sie von O weg- oder ge^jen O hingerichtet 
ist Eine solche Kraft nennen wir eine Centraikraft. Die 
Bewegung, welche ein materieller Punkt unter ihrem Kiu- 
flusse macht, nennen wir eine Centraibewegung. 

Diese Bedingungen sind realisirt» wenn auf den beweg- 
lichen materiellen Punkt ein einziger anderer wirkt, welcher 
in der Entfernung r die Kraft /][r) auf ihn ausübt und entweder 
durch irgend eine Vorrichtung immer in dem fixen Baum- 
punkte 0 festgehalten wird oder zu Anfiang ruhte und eine 
sehr grosse Masse gegenüber der Masse des beweglichen 
Punktes hat Im letzteren Falle sind die Bedingungen 
natürlich nur angenähert realisirt^ da die Beschleunigung 
des wirkenden materiellen Punktes immer sehr klein gegen 
die des anderen ist und daher auch die Geschwindigkeit 
und Ortsveränderung des wirkenden materiellen Punktes 
sehr klein bleiben. 

Wir wählen den Punkt O als Coordinatenursprung und 
die Ebene, welche ihn und die Kichtung der Anfangs- 
geschwindigkeit des beweglichen materiellen Punktes ent- 
hält, als rr^- Ebene, dann enthält die Gleichung 9) ein 
einziges Glieds in welchem ftlr o^, y^, ^, Xj^y js^, m^f r^^ 
und futf'^iji zu schreiben ist x, y, », 0, Of 0, m, r und /(r). 
Wir erhalten daher, wenn wir die jeder der Goordinatenaxen 
entsprechende Gleichung hinschreibeni die drei Gleichungen 

32) »»^^»Tr/Wi ^rf^-T^W- 

Da zu Anfang der Zeit x — dxidt = 0 ist, so ist alles l^e- 
züghch der .r //-Ebene symmetrisch, und wir erhalten die 
einzig mögliche Lösung, indem wir für alle Zeiten = 0 
setzen. Denn würde irgend einmal x von Null verschiedene 
Werthe annelimen, so müsste die Lösung, wo % die gleichen 
entgegengesetzt bezeichneten Werthe hat, ebenso gut mög- 
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lieh 86111. Wenn aber der Quotient des Zuwadues Ton r 
in den Ton fifj niemals unendlich wird, so ist das Fh>blem 

immer eindeutig bestimmt, d. h. es können nie aus den 
gleiclieo Anfangswertlien nach einer eudiiciicu Zeit sich 
zweierlei Werthcombinationen der Coordinaten ergeben. 

Wir haben also nur noch die beiden ersten der Glei- 
chungen 32) weiter zu behandeln. Wir leiten da zuerst die 
Gleichung der lebendigen Kraft nach der Methode ab, die 
vir schon bei Entwickelung der Gleichung 20) auseinander- 
gesetzt haben. Wir multipliciren die linke Seite der ersten 
der Gleiohnngen 32) mit udi, die rechte mit dx, die linke 
Seite der zweiten Gleichung mit vdi, die rechte mit dy 
und addiren dann beide Gleichnngen. Da 

ist, so erhalten wir auf diese Weise links 

m{udu + vdv) =« d ^-^'] , 

rechts aber 



da ja r » '^x* + ist Die Integration liefert 

wobei das unbestimmte Integrale 
34) fnr)dr^q>(r) 

gesetzt nnd die willkürliche Constante h beigefügt wurde, 
damit der Integrationsconstante des nnbestimmten Inte- 
grales ein beliebiger, möglichst einfach zu wählender specieller 

Werth erthcilt werden kann. 

Die Ableitung (f ' (r) von (jp (r) ist also gleich f(r). 

Eine zweite Integralgleichung (d. h. Gleichung mit einer 
willkürlichen Integrationsconstante) gewinnen wir, wenn wir 
die erste der Gleichungen 32) mit — yy zweite mit -1- x 
multipliciren und dann wieder beide addiren. Dadurch folgt: 
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Da w nicht verschwinden kann, so muss der Ausdruck in 
der Klammer verschwinden. Derselbe ist aber der Differential- 
qvotient nach der Zeit yod 

äff dx 

Es liefert daher die Integration 

wobei k eine Jieue ans den An&ngsbedingnngen sn bestixD- 
mende Integralionaoonatante ist 

Es empfiehlt sich nnn, r und den Winkel i^- der ?om 
Punkte O aus gezogenen Geraden r mit der positiven Ab- 
sdssenaze als Polarooordinaten einzufithren. Dann wird: 

a; r cos 0- , y = r sin i^. 
Die Differentiation dieser Gleichungen liefert: 

-TT ä= -rr cos 1^ — r—j^ sin o", 
dt dt dt ' 

Es wird also: 

dp dx , d& 

*-5< -f rf7 = '' -3r- 

Die Gleichungen 38) und 36) Torwandeln sich daher in: 
und 

87) '^4f = *- 

Aus der letzten Gleichung folgt: 
38) /r^d& = kt. 

i etelH eine 'beliebige Zeit dar. Das Integrale links ist 
über den Bogen der Bahncorre zu erstrecken, der w&hrend 
dieser Zeit durchlaufen -wird und stellt bekanntlich die 
Flttche der dreieckaddgen Figur dar, welche von jenem Bogen 



Digitized by Googl( 



01.89. 40.J IL § 21. C«ntralbewegung nach d. Gravitatioiugeaeti«. 69 



und den beiden seine Endpunkte mit dem Coordinaten- 
anfangspunkte verbindenden Geraden begrenzt wird. Man 
kann sie die wählend der Zeit / vom Leitstrahle r durch- 
strichene Fläche nennen. Die Gleichung 38) besagt, dass 
ihr Flächeninhalt der Zeit proportional is^ während welcher 
er dorchstrichen wird. Eliminirt man d&fdi ans den 
Gleiohnngen 36) und 37), so folgt: 

und daraus wieder nach 37): 



Wenn wir f{r)— — ar setzen, wobei a eine Constante 
ist, wenn also auf den materiellen Punkt eine dem Leit- 
strahle r direct proportionale Anziehung wirkt, so erhalten 
wir wieder den speciellen Fall, der sich aus den schon be- 
handelten Gleichungen 24) ergiebt, wenn man darin » = 0 
und = = setzt und wir wollen natürUch nicht die 
uns schon bekannten Resultate nochmals ans den Gleichungen 
dieses Paragraphen ableiten. 

§ 21. Oentralbewegung naeh dem VewtoB*iohen 

OTKvilationsgesetM. 

Es sei nun die C entral kraft eine dem Quadrate von r 
verkehrt proportionale Anziehungskraft. Wenn wir den Pro- 
portionalitätsfactor mit km bezeichnen, wo k eine (konstante 
isty so ist also dann 

Da wir in Formel 84) den bequemsten Werth fftr die Inte- 
grationsoonstante w&hlen kOnnen, so wollen wir ^(r) » Im fr 
setzen. Dann liefert die Gleichung 40) 

kdr 



d&^ 
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Setzen wir 

k , X 

r ' * ' 

80 erhalten wir 

dx 



Wir wollen noch die positive Quadratwurzel aus 1 H — p— 
mit « bezeichnen^ so dass 

41) 

wird. Femer ertheilen wir der zn i^* hinzutretenden Inte- 
grationsconstanten den Werth Null. Dann liefert die Lite- 
gration 

42) r = 



A(l + aeo«^) 

Für 19" = 0 hat r seinen kleinsten Werth. Die getroffene 
Wahl der zu & hinzutretenden Integrationsconstante hat also 
die Bedeutung, dass wir die vom Anziehungscentrum nach 
demPerihele, d.h. nacli demjenigen Punkte der Bahn, welcher 
dem Anziebungscentrum am nächsten liegt, gezogene Gerade 
zur positiven Abscissenaxe wählen. Ich kann aus der ana- 
lytischen Geometrie als bekannt yoraussetzen, dass die Glei- 
chung 42) eine Kegelscbnittlinie darstellt, in deren einem 
Brennpunicte der Coordinatenursprung liegt, deren Excentri- 
dt&t B ist und deren Azen die Richtung der beiden Goordi- 
natenaxen haben. Dieselbe ist eine Hyperbel, wenn c > 1, 
also h positiT ist, eine Parabel, wenn e « 1, daher h^O 
ist, eine Ellipse, wenn a < 1 oder h negativ ist, ein Ereis 
für « s 0. Ln letzteren Falle ist h gleich — Ist h 

negativ und hat einen grösseren Absolutwerth, so ist keine 
Bahn mehr möglich. Dabei ist immer eine Anziehung, also X 
positiv, vorausgesetzt. 

In der That hat nach Gleichung 33) oder 36), falls k 
positiv ist, die Geschwindigkeit in unendlicher Entfernung noch 
den reellen Werth + l'/T, falls h = 0 ist, nähert sie sich mit 
wachsender Entfernung der Grenze Null, falls h negativ ist, 
wird sie in unendlicher Entfernung imaginär. Ist endlich 
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Ä = — A•/Ä^ so sieht man leicht, dass die Anziehung gleich 
der der Kreishahn entsprechenden Centripetalkraft ist. 

Wäre die dem Quadrate der Entfernung verkehrt pro- 
portionale Kraft eiTio abstossende, 80 wäre X negativ. Dann 
wäre fttr reelle Warthe der Geschwindigkeiten stets h positi? 
und daher « > !• Die Bewegung wfirde also stets in einer 
Hyperbel erfolgen, wenn k Ton Null Tenichieden ist 

Wir woUen nur noch dem Falle, dass < < 1 und k 
natürlich positlT ist, einige Betrachtungen widmen. Die 
Bahn ist dann eine Ellipse, deren grosse Halbase a das 
arithmetische Mittel des grössten und Ueiiisten Werfhes Tonr 
(der Perihel- und Apheldistanz) ist Es ist also: 

Die Ueine Halbaxe ist 



Sind die Anfangswerthe und von r und c und der 
Winkel zwischen beiden (r^, c^) gegeben, so finden sich 
daraus die Constanten h und k durch folgende Gleichungen: 



«0 



2Ä 



Um r und & als Functionen der Zeit zu finden, dient die 
Gleichung 39), welche sich in unserem Falle auf 

44) dt =s 

' yhr* + 21r-*» 

reducirt Diese wird bekanntlich integrirt, indem man einen 
HtÜfswinkel u einführt, welcher durch die Gleichung 

45) r « a (1 — « cos «) 

definirt ist u heisst die mittlere, & die wahre Anomalie» 
Der Winkel u kann leicht durch Construction gefunden 
werden. Sei die Bahnellipse gegeben, C/ ihr Mittelpunkt, 
O ihr Brennpunkt^ OÄ ihre grosse Axe, if irgend ein Punkt 
derselben in der Entfernung r von 0 mit der wahren Ano* 
malie &. Wir construiren Fig. 3 den Ereis vom Radius a 
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und Mittelpunkte O um die Ellipse herum. Die durch M 
auf OA gezogene Senkrechte soll die auf dersel))eii Seite 

wie Ii liegende Hälfte des 
Kreises im Punkte N treffen. 
Ferner sollen x und y die 
rechtwinkeligen Goordinaten 
des Punktes M bezüglich 
eines Ooordinatensystems 
sein, dessen Ursprung in O' 
liegt, dessen Abscissenaxe 
die Richtung der grossen, 
dessen Ordinateuaxe die Richtung der kleinen Axe der 
Ellipse hat Dann ist: 




Femer ist 



+ 6« ^* 



I/* = — (ä — 6 a)2. 

Die Substitution dieses Werthes von in die Torige Gleichung 
liefert 

rssa — <a;sa[l— « C08(jyO'-4)]. 

Es ist also N (7 Ä der Winkel, den wir die mittlere Ano- 
malie des Punktes M genannt und mit u bezeichnet haben. 
Aus der Gleichung 45) folgt 

tfr s ae sin udUf 
femer folgt aus den Gleichungen 43) und 45) 



Är* = — ^a(l — € cos uff ^al{l — 6' 



h 



daher 



yAr« + 2Ar-.Ä« = «yöXsinti. 

Nach Substitution aller dieser Wertbe in die Gleichung 4-i) 
liefert die Integration: 

46) « = y^(w-a8int*), 



wenn die Gonstante so bestimmt wird, dass im Momente 
eines Durchgangs durch das Perihel, also für i» 0, < « 0 ist 
Wir setzen Toraus, dass die Bahn gegeben ist Wenn 
gesagt wird, wann d- einen gegebenen Werth hat, so hat 
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man zunächst z. B. duicli die geometrische Constrnction das 
diesem 19* enf^rechende u rmd dann ans Gleichüng 46) den 
entsprechenden Werth toh i zn berechnen. Fragt man nm- 
gekehrty welchen Werth bei gegebener Bahn & zn einer ge- 
gebenen Zeit hat) so mnss man zuerst u aus der für u 
transcendenten Gleichung 46) finden (Kepler'sches Problem), 
und dann aus Gleichung 45) r und aus Gleichung 42) oder 
aus der geometrischen Construction & finden. 

§ 22. Die Gentraikraft enthftlt ein der dritten Potenz der 
Entfernung verkehrt proportionales Glied. 

Die bisher behandelten Fälle der Centraibewegung sind 
wohl die einzigen, welche beobachteten Naturvorgängen ent- 
spredien. Hertz hat dem Bilde der Natur, dessen Dar- 
stellung im vorliegenden Bache wieder Tersncht worde, den 
Vorwarf gemacht, dass es zu weit sei, d. h. dass es eine 
unendliche Menge von speciellen .BÜderü enthalte, denen 
keine Thatsachen entcrprechen. Ich glaube, dass dieser Vor- 
wurf überhaupt schwer zu yermeiden ist und jedenfalls auch 
Hertz' Mechanik trifft, da von der unendlichen Menge von 
Bedingungsgleichungen oder verborgenen Bewegungen, welche 
nach Hertz' Vorstellungen möglich sind, sicher auch nur 
ausserordentlich wenige auf wirkhch beobachtbare Fälle passen. 

Ja so lange die Aussicht auf ein Bild, welches nicht 
mehr als die Thatsachen giebt, noch so ferne wie gegen- 
wärtig ist, scheint 68 mir sogar wichtig, auch jenen, 
speciellen Fällen der gegenwärtig aussicbtsToUsten Bilder, 
welche nicht bisher beobachteten Thatsachen entsprechen, 
einige Auänerksamkeit zu schenken. Sie können erstens in 
Zukunft einmal zur Darstellung beobachteter Hiatsachen 
sich eignen und zweitens erhalten wir erst durch das Studium 
aller möj^chen Fälle auch eine bessere üebersicht über den 
inneren Zusammenhang jener speciellen Falle, die uns schon 
jetzt ntttzlieh sind. 

In den bisher betrachteten Fällen der Centraibewegung 
kommen nun zufällig nur ganz wenige specielle Bahuformen 
vor, welche keineswegs eine Vorstellung von dem allgemeinen 
Charakter aller bei der Centraibewegung möglichen Bahn- 
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formen geben. Gerade unter den Bahnformen, die uns noch 

nicht nntergekommen sind, befinden sich aber solche^ an denen 
einige allgüineine Sätze zum einfachsten Ausdrucke kommen, 
die bei verwickeiteren, praktisch nicht unwichtigen Problemen, 
z. B. dem Dreikörperprobleme, eine wesentliche Rolle spielen. 
Deshalb wollen wir in Kürze noch so viele der übrigen ein- 
fachsten Centraibewegungen betrachten, als notwendig sind, 
um eine Uebersicht über den allgemeinen Charakter aller 
bei der Centraibewegung möglichen Bahnformen ssu erhalten. 

Wir wollen zunächst einen Satz ableiten, der uns hierbei 
nützlich ist Die Centraikraft bestehe aus zwei Sammanden. 
Der eine Theil f(r) sei eine beliebige Function der ESnt- 
femnng. Dazu komme noch eine Kraft majr^f welche der 
dritten Potenz der Ekitfemung Terkehrt proportional ist und 
abstossend oder anziehend wirkte je nachdem die Constante a 
positiv oder negativ ist g)(r) sei die Function, welche zu 
f{r) in dem durch die Gleichung 34) angegebenen Ver- 
hältnisse steht Die der jetzt betrachteten Centraikraft 
f{r) •\-majr^ entsprechende Function 9? (r) hat also den Werth 
(f.{r) — maj2r^. Daher verwandelt sich die Gleichung 40) 
für diese Centraibewegung in die folgende 



Wir wollen diese Centralbewegung mit einer zweiten ver- 
gleichen, bei welcher die Centraikraft blos gleich f{r) isty 
h denselben Werth, k aber den Werth = yifc*+ a hat 
Wir bezeichnen ftlr beide Centraibewegungen den zu einem 
gleichen ein f&r allemal gegebenen Werthe des r ge- 
hörigen Werth von & mit Null; den zu irgend einem an- 
deren Werthe des r gehörigen Werth von 1^ bezeichnen wir 
für die erste Centralbewegung mit iV-, für die zweite mit d-^. 
Die Gleichung, welche der Gleichung 40) für die zweite 
Centralbewegung entspricht, können wir dann leicht in die 
Form bringen: 




47) "(^.l/j.fj»- 



kdr 
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Es ist also bei der zweiten Centraibewegung ^o]/^^^ 

dieselbe Function von r, wie filr die erste &, Ist nns die 
Bahn der zweiten Centralbewegong bekannt, so finden wir 
daraus die der ersten, indem wir jedem r, zn dem bei der 
zweiten Centralbewegong der Winkel i^^^ gehört, einen 

X = flachen Polarwinkel zutheüen. Der zeitliche 

Verlauf der Centralbewegong ergiebt sich dann immer sofort 
ans dem Il&chensatze. 

Erstes Beispiel Sei fir) = 0. Dann geschieht die zweite 
Oentralbewegung in einer Geraden MN» OP^r^ sei deren 
kürzester Abstand von O, A sei irgend ein Punkt der Geraden. 
Dann ist ^ OF der mit iV-^ bezeichnete Winkel und man hat 

48) = r = To/cos .'/o- 

Wenn a positiv ist, so geschieht die erste Centralbewegong 
onter dem Einflösse einer der dritten Potenz der Entfemong 
yerkehrt proportionalen Abetossong. Dann ist < 1. Wir 
finden also die Bahn, indem wir die L&nge des Leit- 




IHg. 4. Fig. 5. Fig. 6. 

Strahles O A jedes Punktes A der Geraden MN unverändert 
lassen, aber den Winkel AOP — &q jedesmal im Verhält- 
nisse 1 tn Teildeinein. Ihre Form ist in Fig. 4 daigestellty 
sie hat zwei Asymptoten, Yon denen jede mit der Penhel- 
distanz OP den Winkel bildet und den Abstand «r^ 
Yom Anziehungscentmm O hat 

Ist a negatiy, so geschieht die erste Centraibewegung 
unter dem Einflüsse einer der dritten Potenz der Eat» 
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feraung yerkehrt proportionalen Anziehung und es wird 

X > 1. Es ist dann der Winkel AOP im Verhältnisse 
l:x zu vergrösseru. Falls —a<3Ä;^/4 ist, so ist x<2, 
der Winkel einer Asymptote mit der Perilieldistanz ist dann 
< TT, die Bahn hat die in Fig. 5 dargestellte Gestalt. Ist 
— a gleich 3/t-2/4, so ist x — 2. Die beiden Asymptoten 
sind der von 0 nach F gezogenen Geraden (der Perihel- 
distanz) parallel, aber entgegengesetzt gerichtet und haben 
jede die Entfernung 2 vom Anziehungscentrum (Fig. 6). 
Liegt a zwischen 3ik'/4 und k^, so schlingt sich die Bahn 




Fig. 7. Fig. 8. Fig. 9. 



spiralig um das Anziehungscentrum (Figg. 7 und 8) und die 
Anzahl der Windungen der Spirale nimmt immer mehr zu, 
je nfiher sich die Grössen — a und kommen. Ffir — a « 

geschieht die Bewegung in einer hyperbolischen Spirale^ oder 
der (stets instabilen) Ki-eisbahn. Ist — a noch grösser, so 



Es ist also OPss jetzt der grösste Werth des r und 
die Bahn besteht aus zwei zu OP symmetrischen Zweigen, 
deren jeder eine Spirale ist, die sich dem Ooordinaten- 

Ursprünge in unendlich vielen Windungen asymptotisch 
nähert (Fig. 9). Ftir h = 0 ist die Bahn eine logarithmische 
Spirale, für positive h eine vom Anziehungscentrum bis ins 
Unendliche reichende Spirale mit der Gleichung 




Die directe Integration der 



Gleichung 40) liefert für negative h 




r(6'*'^ — e*«'*) « const 
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Wir setsten bisher in Formel 47] f{r) ^(p{r)mx 0. Wir 
erhalten ein zweites Beispiel, welches nns einige nene Bahn- 
typen kennen lehrt» wenn wir in dieser Formel 

nr)~^^> daher 9>M--^ 

setzen. Die zweite Centraibewegung wird dann mit der 
Planetenbewegung nach dem Newton'schen Gravitations- 
gesetze identisch, die erste gesohieht unter dem Einflasse 
einer Kraft, welche ans einem dem Quadrate und einem 




Tig. 12. Fig. 18.' 



der dritten Pot^z der Entfernung verkehrt proportionalen 
Sammanden besteht Wir finden also für eine solche £raft 
die Bahn, indem wir in den Planetenbahnen den zn jedem r 
gehöligen Polarwinkel mit x mnltipMciren. Die Bahnen, 
welche dadnrch ans der parabolischen und den hyperbolischen 
entstehen, sowie diejenigen, welche man für imaginftre m 
erhält, haben ganz den Typus einer der Figuren 4 bis 9. 

Aus den elliptischen Bahnen aber entstehen eigen- 
thümliche sternförmige geschlossene oder ungeschlossene 
Bahnen, welche, je nachdem x von einem sehr kleinen bis 
zu einem sehr grossen Weithe variirt, den Typus der 
Figuren 10 bis 13 haben. Ist die Bahn ungeschlossen, so 
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kommt das Bewegliche, wie wir es schon bei den Lissajous- 
sehen Figuren als möglich erkannteni während genügend 
langer Zeit jedem Punkte, der in einem von zwei concen- 
trischen Kreisen begrenztem Stücke der £bene liegt^ beliebig 
nahe. Die Bahngleichung giebt uns daher nicht für jede 
Ahficisae des Beweglichen eine einzige oder eine endÜdie 
Anzahl möglicher Ordinaten, sondern blos in jedem Punkte 
die Bichtung und Geschwindigkeit der Weiterbewegung. 

§ 23. DiseuBsion der möglichen Bahntypen. 

Wir wollen noch einige allgemeine Betrachtungen an- 
stellen, um uns zu überzeugen, welche Bahntypen ausser 
denen, die wir bisher zufällig kennen gelernt haben, noch 
möglich sind. Wir wollen uns mit dem leicht zu behan- 
delnden Falle, dass A; » 0, also die Bahn eine Gerade ist, 
nicht befiEkBsen. 

Setzen wir 

49) ^(r)-l-9,(r)-HÄ-^, 
BO erhalten wir: 

f{^) kann beliebige positive oder negatiTe Werthe einschliess- 
lich Null haben, soll aber zwisclien r « 0 und r = oo ein- 

deutig, endlich und continuirlich bleiben. Da wir in der 
Phvsik unendliche Kräfte nicht zulassen, so sollten wir in 
diese Bedingung die Werthe r = 0 und r = oo einschliessen. 
Doch wollen wir theils der allgemeinen Uebersicht, theils 
gewisser beliebter Kraftgesetze wegen ein unendliches An- 
wachsen der Kraft für r = 0 und r = oo zulassen. Unter 
diesen Annahmen sind auch 9>(r) und t//(r) exclusive der 
Grenzen zwischen r » 0 und r s oo eindeutig, endlich und 
continuirlicL 

Aus den Gleichungen 50) folgte dass, wenn das Kraft- 
gesetz und die Werthe der Constanten h und h gegeben 
sind, nur solche Werthe Ton r in reellen Bahnen to> 
kommen können, für welche ^/(r) nicht negatiT ist An- 
dererseits wird man in jedem Punkte für welchen y/(r) 
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podtiT ist, einen pontiTen nnd einen gleichen negativen Werth 
für drld& finden können, welcher unseren Gleichungen ge- 
nügt Durch jeden solchen Punkt werden also zwei mögliche 
Bahnen gehen, die übrigens vollkommen congnient und 

Spiegelbilder bezüglich der Geraden OA sind. Durch jeden 
anderen Punkt B, der sich in der gleichen Entfernung von O 
befindet, gehen bei dem gleichen Kraftgesetze zwei congruente, 
gleichen Werthen von h und k entsprechende Bahnen, die um 
den Winkel BOA gegen die durch A gehenden Bahnen ge- 
dreht sind. Wir wollen alle diese Bahnen, da sie unterein- 
ander congruent sind, als eine einzige Bahnform bezeichnen. 

Wenn i// (r) für sehr kleine r positiv nnd für r = 0 
noch positiv oder gleich Noll ist, so endet eine Bahnform 
in 0, tft (0) kann natürlich nur Null oder positiv sem, wenn 
9(r) mit abnehmendem r unendlich gross von der Ordnung 
1 /r^ oder noch hüherer, daher die Kraft f{r) von der Ord- 
nung l/r* oder höherer unendlich wird. Für kein anderes 
Eraftgesetz kann das Bewegliche nach O gelangen, ohne 
dass Ä = 0 ist. Die Zeit r, welche vergeht, bis r von einem 
kleinen Werthe 8 bis Null al)nimmt oder umgekehrt und der 
gesammte Winkel a, um welchen sich dabei der Leitstrahl r 
dreht, sind gegeben durch 

61) 



62) ' 



u nimmt daher mit abnehmendem « ab, wenn r'^q: {r) mit 
abnehmendem r von höherer Ordnung unendlich wird als 

) ' (^) ' ('r^) * * *' ^ natürliche Logarithmus^ 

II der natürliche Logarithmus des natürlichen Logarith- 
mus etc. ist. Sonst wird a unendlich und die Bahn um- 
windet den Punkt 0 in unendlich vielen Windungen. Die dazu 
erforderliche Zeit könnte nur unendlich werden, wenn 2r^^(r) 
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für kleine r von mk^ — mhr^ um kleines von höherer Ord- 

11 1 1 2 
ly II— . . verschieden wSie. 

Ebenso reicht eine Bahn in unendliche Entfernung, 
wenn ip (r) für r = 00 positiv ist oder von einem positiven 
Werth aus sich der Grenze Null nähert, was für die physi- 
kalisch eigentlich allein wichtigen Fälle, dass (p(oo) ver- 
schwindet, nur für positive h, oder wenn (f (r) für grosse r 
positiv ist, auch für h = 0 eintreten kann. Ob der Leit- 
strahl r dabei einen endlichen Winkel beschreibt oder un- 
endlich viele Umläufe macht» sowie ob das Bewegliche eine 
beliebig grosse Entfernung in endlicher oder erst anend- 
licher Zeit erreicht» hängt wieder von dem leicht zu discu- 
tirendem Werthe zweier bestimmter Integrale ab, welche 
sonst genan mit den bestimmten Integralen 51) nnd 52) 
ttbereinstimmen; nnr dass ihre untere Grenze sehr grossi 
ihre obere unendlich ist. 

Da i//(r) continuirlich ist, so kann es von einem posi- 
tiven zu einem negativen Werth nur durch den Werth Null 
übergehen. Wir wollen bei gegebenem Kraftgesetze die 
verschiedenen, einem gegebenen Werth epaare von h und ^• 
entsprechenden Bahnen untersiiclien. Für ihre Anzahl ist 
die Anzahl der positiven Wurzeln der Gleichung 
53) ^(r)»0 

maassgebend. Wir setzen zunächst Yoraus, dass für das ge- 
gebene Werthepaar von h und k die obige Gleichung 53) 
keine gleichen positiTen Wurzeln hat, dass also für keinen 
positiTen Werth des r, der sie befriedigt, auch t//'(r) = 0 ist 
Dann wird ftlr jede positive Wurzel der Gleichung 53) 
tjj (r) mit wachsendem r entweder von einem negativen Werth 
zu einem positiven oder umgekehrt übergehen. Wir nennen 
die Wurzel r = r,, im ersten Falle eine steigende, im zweiten 
Falle eine sinkende. Für jede solche Wurzel ist drjd & =■ 0. 

Zwischen jeder sinkenden und der nächst grösseren 
steigenden Wuirzel ist i^(r) negativ, daher keine Bahn möglich. 
Zwischen einer steigenden und der nächst grösseren sinken- 
den ist immer eine Bahnform möglich, deren Periheldistanz 
die steigende, deren Apheldistanz die sinkende WiM:zel ist 
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Grösser kann r in dieser Bahn nicht werden. Die Bahn 
mnss sich daher nach dem Aphel in einem Zweige fori- 
setzen, der wieder zum Peiihel zurückkehrt nnd wegen des 
gleichen Baues der Differentialgleiohmig mit dem yor dem 
Aphel liegenden Theü congment ist Dasselhe gilt von jedem 
PeriheL 

In dem angenommenen Falle, dass keine doppelte 
Wurzel der Gleichung 53) ist, kann r nur eine sehr kurze 
Zeit hindurch sehr nahe gleich sein, der auch wegen des 
Flächensatzes nur eine sehr kleine Aenderung von ent- 
spricht. Dies lehrt die in bekannter Weise auszuführende 
Discussion der Differentialgleichung für den Fall, dass r 
nahe gleich ist. Ich führe hier diese Discussion nur bei- 
läufig aus. Sei r zur Zeit <q gleich r^, was eine steigende ein- 
&che Wurzel der Gleichung 53) sei. Zur Zeit + t aber 
sei r SS H- (>. Setzt man ^^(r^ = 2 a, so redudrt sich 
die erste der DifEerentialgleichungen 50) für kleine g auf 

woraus folgt ^ = a*r'. So lange q sehr klein ist, wird also 
immer r während einer sehr kurzen Zeit Ton bis + q 

wachsen. Dasselbe gilt auch für eine sehr kleine Abnahme 
des Q im Aphel. 

Da nach dem Fläcliensatze dx^ldt sein Zeichen nicht 
wechselt und nur in unendlicher Entfernung Null werden 
kann, so kann die Tangente zur Bahn niemals durch den 
Coordinatenursprung O gehen. Das BewegHche muss viel- 
mehr den Punkt O immer im einen oder anderen Sinne 
umkreisen. Wir erhalten daher stets geschlossene oder 
ungeschlossene Bahnen Ton dem Typus der Figuren 10 
bis 13, von denen ellipsenartige Bahnen ein spedeller Fall 
sindf wobei zu bemerken ist^ dass der ErOmmungshalb- 
messer der Bahn unendlich wird, wo f(r) s 0 ist, da- 
gegen ist die Bahn nach deijenigen Seite der Tangente, 
auf welcher O U^t^ concay oder couTez, wenn /(r) negativ 
oder positiT ist Man sieht dies ein, wenn man f{r) in die 
Tangentialkrait und in die nach dem ErOmmungsmittel- 
punkte der Bahn hin gerichtete Centripetalkraft zerlegt. 

Boltsmann, Mechanik L 6 
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Zwischen dem Ferihel und Aphel kann natürlich möglicher 
Weise die eine und die andere Krtimnrang öfters wechseln. 
In Figg. 5 bis 9 ist die Krümmung immer gegen O gerichtet, 
in Figg. 10 und 11 wediselt sie Kwiscben Ferihel und Aphel 
einmal 

Ist 1// (r) fOr sehr Meine Werthe TOn r iwaitiT, bo muss 
die kleinsto poaitiTe Wurzel der Gkiohimg 53), wenn diese 
überhaupt ponüve Wurzeln hat» eine sinkende sein. Dann 

giebt es «ine im Coordinatenursprunge endende Bahn, deren 

Aphel diese kleinste Wurzel ist, welche aber ins Unend- 
liche geht, wenn keine positive Wurzel existirt. Im ersten 
Falle theilt der nach dem Aphel gezogene Leitstrakl natür- 
lich die Bahn wiedc^r in zwei Aeste, die Spiegelbilder be- 
züglich des Leitstrables sind. 

Ist 'kpif) fiir sehr grosse r positiv, so ist, falls die 
Gleichung 53) überhaupt positive Wurzeln hat, die grösste 
derselben eine steigende und gleich der Periheldistanz der 
sich ins Unendliche erstreckenden Bahn, welche auch wieder 
durch den nach dem Ferihel gezogenen Leitatrahl in zwei 
Aeste getheilt wird, die bezüglich des Leitstrables Spiegel- 
bilder sind. Die im Anziehnngscentrum endenden oder ins 
Unendliche gehenden Bahnen haben den Typus der Figuren 9 
oder 4 bis 8, wobei jedoch natürlich auch wieder Einwärts- 
mid AuswSrtskrümmnng wechseln kann. Bei den ersteren 
Bahnen kann natürlich die Anzahl der Windungen um den 
Coordinatenursprung auch beliebig gering sein. 

Hat die Gleichung 53) gar keine positive Wurzel, so 
kann (r) von r — 0 bis r = oo sein Zeichen nicht wechseln. 
Ist dieses Zeichen negativ, so ist überhaupt keine Bahn 
möglich, ist es positiv, so erstreckt sich die einzig möghche 
Bahnform vom Anziehungscentrum bis ins Unendliche. Es 
ist dies der einzige Fall, wo ausser dem Anziehungscentrum 
und dem unendlich entfernten Punkte kein Ferihel oder 
Aphel existir^ wo also nicht jede Bahn selbst aus zwei con« 
gmenten Aesten besteht» die Spiegelbilder zu einander sind, 
sondern diese beiden Spiegelbilder als zwei ▼ersdiiedene 
Bahnformen betrachtet werden können, da sie sich nnr im 
Unendlichen oder im Anziehongscentrom treffen. 
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§ 24. Balmen, welche sich der Kreisbahn asymptotisch 

nähern oder sie oscnliren. 

Es ist noch der Fall zu betrachten, dass für gewisse 
Werthepaare von h und k, z,B,h = hyy kssk^ die Gleichung 53) 
zwei gleiche Wurzeln r^r^ besitzt Dann ist gleichzeitig 
^W-yW-Ö, also: 

Wegen der ersten Gleichungen 50) ist drjdi = 0, daher 

^ dt ^ r 

gleich der gesammten Geschwindigkeit e» Aus Gleichung 54) 
folgt daher: 

f{r) = — mc^/r. 

Die Centraikraft ist anziehend nnd gleich der der Kreis- 
bewegong entqtrechenden Oentripetalkraft Da f&r r^r^ 
die Gleichung drld& = 0 besteht, so kann die Bewegung 
forti^Lhrend im Kceise erfolgen. 

Es soll zunächst (r^) negativ sein. Dies tritt wegen 
xjj'irj) =a 0 ein, wenn fär r = rj 

lmr«y(r)l = A[^»;r(^)] 



dr 



dr 



negativ ist, also f{r) in der unmittelbaren Umgebung des 
Werthes r = mit wachsendem r ab- oder weniger rasch 
zunimmt, als die mit einer Constanten multiplicirte reciprdke 
dritte Potenz von r. Dann liegt flir das gegebene Werthepaar 
von h und k zu beiden Seiten des Kreises r ein Ge- 
biet wo keine Caitralbewegong möglich ist Stört man die 
Bahn sehr wenig, d. h* verändert man die Werthe von h 
vad k sehr wenig; so mnss daher die Bahn immer der Kreis- 
bewegung unendlich nahe bleihen, man sagt, die Kreis- 
bewegung ist eme stabile Bahn. 

Ist dagegen ip"(r^) positiv, d. h. wächst die Kraft in der un- 
mittelbaren Umgebung des Werthes r = mit wachsendem r 
rascher als die mit einer Constanten multiplicirte reciproke 
dritte Potenz von r, so liegt für das in Frage stehende 
Werthepaar von h und k zu beiden Seiten des Kreises r ss 

6» 
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ein Gebiet, wo durch jeden Punkt zwei Bahnen (beide natür- 
lich Spiegelbilder Yoneinander) gehen. Wenn also wieder g 
eine kleine positiTe oder negatiTe GhrOsse ist» so gehen dnrdi 
jeden Pnnkt, der die Eintfemnng + ^ ▼om Anziehnngs- 
centrum hat, zwei derartige Bahnen hindurch, fttr welche 
h nnd k dieselben Werthe^ wie für die Bewegung im Kreise 
r SB rj haben. 

Der Typus dieser Baliuen wird durch Discussion der 
Difterentialgleichunp für den Fall, dass nahe r = rj ist, 
gefunden. Wir wollen in die erste der Gleichungen 50) 
r = ?• 4- () setzen und ohne uns in eine detaillirte Analvse 
der Reihenentwickelung einzulassen, durch welche die folgen- 
den Resultate exact begründet werden können, alle Glieder 
bis anf die der niedrigsten Ordnung weglassen. Wenn wir 
den reciproken Werth der Gr^pl^ ^^"(ri) mit b* bezeichnen, 
so erhalten wir dann: 



wobei l den natürlichen Logarithmus, den Werth des q 
znr Zeit bedentet Es ist also sowohl die Zeit, welche 
vergeht, bis o einen endlichen Werth annimmt, als auch 

die, welche vergeht, bis (> exact gleich Null wird, also die 
Bewegung exact mit der Kreisbewegung identisch wird, un- 
endlich. Man könnte daher sagen, dass für das gegebene 
Werthe[)aar von h und k in der unmittelbaren Umgebung 
des Werthes r = drei Arten von Centralbewegungen mög- 
lich sind, die exact im Kreise r = rj, eine zweite ausser- 
halb, die sich, wenn sie von aussen nach innen durchlaufen 
wird^ in unendlich vielen Windungen, deren Zurücklegnng 
eine unendlich lange Zeit beansprucht, der Kreisbahn asym- 
ptotisch nfihert, eine dritte, die sich ebenso Ton innen der 
Kreisbewegung asymptotisch nähert Alle drei können 
natOrlich auch als eine einzige an^ge&sst werden, in der das 
Bewegliche, wenn es sich z. B. Ton innen nach aussen be- 
wegt, sich zuerst der Kreisbahn nähert, dann in dieser un- 
endlich lange verbleibt und sie dann erst in unendlich vielen 
Windungen nach aussen wieder verlässt. Da es jetzt keine 
Bahn giebt, die sehr nahe der Kreisbahn ein Perihel und 
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auch ein Aphel hat, so ist letztere instabi], d. h. die Idemste 
Störung bevirkt, dasB sich das Bewegliche durch sehr lange 
Zeit immer mehr imd scUiesslich umEndliches Ton ihr entfernt 
Jede der im vorigen Paragraphen beschriebenen Bahnen 

kann daher statt des Perihels oder Aphels oder auch statt 
beider sich einer Kreisbahn von aussen oder innen nähern. 

Wenn h und k nicht exact, aber sehr nahe gleich solchen 
Werthen und sind, ftir welche die Gleichung 53) gleiche 
Wurzeln hat, so sind zwei Fälle möglich: 

Fall 1 : h und k haben solche sehr nahe an und 
gelegene Werthe und k^y dass i^(rj) einen kleinen nega- 
tlTen Werth hat, wobei wieder die für h — \ und k — k^ 
Yorhandene doppelte Wurzel der Gleichung 53) ist Daim 
ist der Kreis r = von einem sehr schmalen Binge um« 
geben, innerhalb dessen keine Gentraibewegung mit den 
Werthen und der Gonstanten möglich isL^) Die inner- 
halb dieses Binges liegenden Bahnen, bei denen die Gon- 
stanten diese Werthe haben, werden daher, nachdem sie sich 
in vielen nahe kreisförmigen Windungen dem Binge näherten, 
an dessen innerem Kande ihr Aphel haben. Ebenso haben 
die ausserhalb hegenden Bahnen nach vielen nahe kreis- 
förmigen Windungen am Aussenrande des Ringes ihr Perihel 
und das Bewegliche kann niemals von einer innerhalb des 
Binges liegenden zu einer ausserhalb liegenden Bahn gelangen. 

Fall 2 : h und k sollen solche Werthe und haben, 
welche ebenfalls von \ und \ sehr wenig abweichen, aber 
gerade im entgegengesetzten Sinne wie und k^, so dass i//(r) 
für keinen Werth von r gleich Null oder negativ wird, der sehr 
nahe an liegt Eine Bahn, welche mit den Werthen und k^ 
der Gonstanten innerhalb des Kreises rssr^ beginnt, wird 
sich zwar anfangs auch diesem Kreise in sehr vielen Win- 
dungen nähern, dann aber ihn durchbrechen und nach noch- 
maliger Beschreibung sehr vieler dem Kreise sehr nahe 
liegender Windungen ihn nach aussen zu ganz verlassen. 

Wenn wir daher von demselben Punkte innerhalb des 
Kreises r = r ^ einmal eine Bahn mit den Werthen und k^, 

Dieser Ring kann auch ganz innerhalb oder gani ausserhalb 
des Kreises, aber immer sehr nahe daran liegen. 
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dann mit den Werthen h.^ und derConstanten ausgehen lassen, 
80 werden beide Bahnen und auch die Bewegungsgeschwindig- 
keiten in denselben anfangs nur sehr wenig verschieden sein. 
Dann aber wird die erste Bahn in der unmittelbaren Nähe 
des I^reises r a umkehren, die letzte dagegen wird diesen 
Kreis um endliches überschreiten und dann total Ton der 
ersten Bahn verschieden verlaufen. Aehnliches kann natttr- 
lieh auch beim Dreikdrperproblem eintreten. Ein Erstaunen 
hierOber sdieint mir kaum gerechtfertigt^ da die Zeit der 
Bewegnng, nach welcher die beiden Bahnen weit voneinander 
abweichen, eine enorm grosse ist Nach einer enorm grossen 
Zeit aber weichen ja anch zwei nngeschlossene Bahnen von 
dem in Figg. 10 bis 13 dargestellten Typus in ihrer La^e, 
freilich nicht iu ihrer Form, um Endliches voneinander ab, 
auch wenn sowohl sie, als auch die Bewegungsgeschwindig- 
keiten anfangs fast vollständig übereinstimmten. 

Nicht wesentlich verschieden sind die Verhältnisse, wenn 
für r = rj nebst o/; selbst noch mehr Ableitungen als die 
erste verschwinden und eine gerade Ableitung die erste 
ist) die nicht verschwindet Nur ist dann die Zeit, während 
welcher r ^ von einem endlichen, bis zu einem gegebenen 
sehr kleinen Werth sinkt» von nodi hj^herer Qrdnimg gross. 
Wenn dagegen eine ungerade Ableitnng die erste ist» welche 
nicht verschwindet, so nähern sich die Bahnen nur von einer 
Seite der Kreisbahn mit dem Badins asymptotisch, wah- 
rend auf der anderen Seite für die in Bede stehenden Werthe 
von h und k keine Bahnen möglich sind. Wenn alle Ab- 
leitungen verschwinden, so erhalten wir den schon discutirten 
Fall einer der dritten Potenz der Entfernung verkehrt pro- 
portionalen Kraft. Bezüglich aller näheren Details muss auf 
die Originalabhandlungen verwiesen werden.^) 

Ich füge noch einige Worte über den Fall bei, dass 

ist, wo 1 > > 0 ist Dann ist die Kraft in der Nähe des 
Werth es r = eine eindeutige und continuirliche Function 

^) Korteweg, Arcb. neerl. Bd. 19; Boussinesqi Compt rend. 
Bd. 84, p. 944. 
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Ton ff deren Ableitung Back r jedoch nnendlioh wiid. In diesem 
Falle ist die Balm durch die Bewegtmgsgleichmigen, die An- 
jEangslage nnd Gitae und Biohtiing der Anlangegeschwindig- 
keit nicht immer eindentig bestuiimit» da das Bewegliche für 
diejenigen Werthe der IntegratioBBConetanten, für welche 
i^(rj) = =s 0 ist» sich sowohl im Kreise mit dem Radius r^, 
als auch in einer anderen Bahn, die diesen Kreis osculirt, 
bewegen kann, und zwar erreicht das Bewegliche auf der 
letzteren Bahn in endlicher Zeit eine von der Kreisbahn 
um Endliches abstehende Stelle, wie man sehr leicht findet, 
wenn man r = + ^ setzt, wie früher nach Potenzen von o 
entwickelt und die Zeit sucht, während welcher q von Null 
bis zu einem kleinen endlichen Werthe wächst 

Deshalb nehmen wir immer an, dass der Quotient des 
Zuwachses der Entfernung in den entsprechenden Zuwachs 
der Kraft nicht unendlich werden kann. Dann sind nach 
der Theorie der Differentialgleichungen Mehrdeutigkeiten 
innerhalb endlicher Zeit ausgeschlossen.^) In den früher be- 
trachteten VÜLen der Bahnen, die sich der Kreisbahn asym- 
ptotisch nShern, hatte das Bewegliche zwar auch, wenn es 
anfangs auf der Kreisbahn war, gewissermaassen die Wahl 
auf dieser zu bleiben oder die sich ihr asymptotisch nähernde 
einzuschlagen. Diese Wahl wurde aber dadurch illusorisch, 
dass sich die Bewegung im letzteren Falle erst nach unend- 
lich langer Zeit von der im erstereu Falle unterscheidet 



IIL Allgem^e Integrale der BewegongsgleioliaiigeiL 



§ 25. Beweg^g- zweier beweglicher materieller Punkte 

unter dem Einflüsse einer Gentrikraft. 

Wir betrachten nun als einfaches Beispiel den Fall, 
dass sich nur zwei materielle Punkte mit den Massen 
und fn^, zwischen denen eine Gentiikrafi /"(r) thätig ist, in 
einer Ebene bewegen. /f{f)dr mit einer bestimmten, in 

1) Wien. Sitzl>er. 106, S. 12, 7. Januar 1897. 
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einfachster Weise gewählten Constante werde wieder mit 
(f (r) bezeichnet, r sei die Entfernung der beiden materiellen 
Punkte, 2-j , //, , , 2/3 deren rechtwinkelige Coordinaten zu 
irgend einer Zeit t. Nach Gleichung 9) erhält man dann 
die folgenden Gleichungen: 



55) 



Addireii wir von diesen Gleichungen je zwei übereinander- 
stehende, so folgt: 

Wir wollen nun die gerade Verbindiingslinie der beiden 
materiellen Punkte zu jeder Zeit durch einen Punkt 8 in 
zwei StCLcke theflen, die dch rerkehrt wie die ihnen an- 
liegenden Massen verhalten. Der Punkt 8, den wir den 
Schwerpunkt des Ton beiden Massen gebildeten Systems oder 
kttrzer den Schwerpunkt der beiden Massen nennen, hat 
dann zu jeder Zeit eine bestimmte Lage, die sich contimiir- 
lich mit der Zeit verändert und man kann von seiner Be- 
wegung wie von der eines materiellen Punktes sprechen. 
Für die Coordiuaten des Schwer])uiiktes zur Zeit i üudet 
man durch eine einfache Rechnung die Werthe 

Wenn beide Massen gleich sind, so liegt also der Schwer- 
punkt gerade in der Mitte zwischen beiden und seine Ab- 

scisse ist das arithmetische Mittel ihrer Abscissen und 
gleiches gilt für die ^/-Coordinate. Ist dagegen eine Masse 
grösser, so rückt ihr der Schwerpunkt um so näher, je 
grösser sie ist. Die Gleichungen 56) reduciren sich daher, 
da wir die Massen als ein für allemal constant betrachten, 
auf rß^ [di^ = (Pi^jdt'^ = 0. Der Schwerpunkt bewegt sich 
daher gleichförmig in einer Geraden mit der Geschwindig- 
keit, die er zu Anfang hatte fort, genau so wie ein mate- 
rieUer Punkt» auf den gar keine Kräfte wirken. 
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Es handelt sich nnr noch darum, die relative Bewegung 
der beiden materiellen Funkte relativ gegen den Schwer- 
punkt zn finden. Wir wollen lieber die relative Bewegung 
der einen Masse gegen die andere auftuchen. Durch 
diese ist uns dann die Biditnng und Länge der Verbindungs- 
linie der Massen zu jeder Zeit gegeben. Da wir auch die 
Lage des Schwerpunktes zu jeder Zeit kennen, und wissen 
in welchem Verhältnisse derselbe diese Verbindungslinie 
theilt, so können wir dann unmittelbar die Lage jeder der 
Massen zu jeder Zeit sofort finden. 

Wir wollen ein zweites Coordinatensystem benutzen, 
dessen Axen immer denen des ersten parallel bleiben, aber 
sich parallel zu sich selbst so im Baume bewegen, dass ihr 
Coordinatenanfangspunkt inmier mit der augenblicklichen 
Lage des materiellen Punktes zusammenfällt. Die Coordi- 
naten der Masse zur Zeit t bezüglich dieses zweiten 
Goordinatensystems bezeichnen wir mit x, y ohne Index. 
Dann ist: 



Dividirt man die erste Gleichung in der ersten Zeile der 
Gleichungen 55) durch m^, subtrahirt davon die darunter 
stehende Gleichung, nachdem man letztere durch dividirt 
hat und setzt noch 

= m oder —« — 4.—, 
'1' M nt^ fMg 

80 erhält man: 

Eibenso erhält man, wenn man in der ersten Zeile der 
Gleichungen 55) die zweite Gleichung durch dindirt 
und daTon die durch dividirte, unmittelbar darunter 
stehende Gleichung subtrahirt: 

=/(»■) f. 

Diese und die TOrhergehende Gleichung stimmen voll- 

kommen mit den Gleichungen 32) überein. Die relatiye Be- 
wegung des materiellen Punktes gegen den Punkt m^, 
worunter wir nichts anderes verstehen, als die Art der Ver- 
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III. § 26. Energieprincip. 



[GL 58. 



änderung der Coordiiiaten x, y des ersten materiellen Punktes 
bezüglich des zweiten Coordinatensystems, dessen Axen sich 
immer parallel bleiben und immer durch den zweiten mate- 
riellen Punkt gehen, geschieht also genau nach den Gesetzen, 
welche wir für die Centraibewegung um ein fixes Centrum 
kennen gelernt haben. Genauer gesprochen so, als ob der 
zweite materielle Punkt unveränderlich im Banme fiostgehalten 
wikrde und dieselbe Centrikraft /(r) auf den ersten ausübte, 
der aber nidit die Masse m^, sondern die mit f» bezeicb^ 
neten Massen haben mflsste; als ob femer der erste mate- 
rielle Punkt zn AnÜEuig genau diejenige Gescbwindigkeit und 
Gescbwindigkeitsrichtnng gehabt hätte, welche er in Wiik- 
liehkeit relatiT gegen das zweite Ooordinatensystem hatte, 
d. h. als ob seine G^schwindigkeitscomponenten in den 
Coordinatenrichtungen zu Anfang der Zeit gleich 



gewesen wären. Da wir die Gesetze der Oentralbewegung 
um ein fixes Centrum bereits kennen gelernt haben, so er- 
sparen wir durch die angeführten Sätze für die Auflösung 
des in diesem Paragraphen gestellten Problems jede neue 
Bechnungi Diese Bewegung in der a;^ -Ebene (der Bahn- 
ebene) wird natOrUch nicht gestört, wenn beide materielle 
Punkte dazu noch die gleiche Geschwindigkeit senkrecht zu 
dieser Ebene haben. 



Wir kehren nun zur Betrachtung beliebiger materieller 
Punkte zurück* Wir bezeichnen die Coordinaten irgend eines 
(des Aten) derselben zur Zeit t mit x^^, yf^y die gesammte 
Geschwindigkeit desselben mit c^, die Componenten der ge- 
sammten Kraft, welche auf ihn wirkt, in den Coordinaten- 
richtungen mit Xj^j r^, Z^. Die allgemeinen Gleichungen 13) 
schreiben sich dann in der Form 



dt dt 



§ 26. Las Energieprincip. 
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Letaterer Zusatz hat hier wie sp&ter immer die Bedentnng^ 
dasB die Gleichongeii immer richtig sind, welchen zwisdien 
1 imd n ind. liegenden ganzen Zahlenwerth man dem h 
audi ertheilen möge. Da 

1 djCh*) dohi cPxj, dy^ d^y^ dx^ d^x^ 

2 dt dt dt* dt rff« **" dt d1^ 

ist, 80 erhält man, indem man die erste der Gleichungen 58) 
mit dXfJdt, die zweite mit dy^^ldtf die dritte mit dx^^jdt 
mnltijjlicirt und dann alle für jeden zulässigen Werth von h 
so gebildeten Gleichungen addirt: 

Hierbei ist 

60) r»*^ 

h = 1 

die gesammte lebendige Kraft aller n materiellen Punkte. 
Die Integration liefert: 

Hierbei sind und die Werthe von T zu den beliebigen 
Zeiten und die Integration ist über die ganze Bc- 
we^ng während der Zeit — t^^ zu erstrecken. Es ist also, 
wenn man wieder die Betrrifife des § 16 einführt, der Zu- 
wachs der gesammten lebendigen Kraft des Systems während 
einer beliebigen Zeit gleich der gesammten Arbeit, welche 
aUe auf seine Punkte wirkenden Kräfte während dieser Zeit 
geleistet haben. Letztere ist positiv zn zählen, wenn der Weg 
in die Bichtang der aof den betreffenden Punkt wirkenden 
Kraft fldlt. Dies folgt tlbrigens schon, wenn man die 
Gldchnng 20) f&r alle Punkte des Systems bildet und alle 
diese Gleichungen addhrt 

Wir betrachten den besonderen Fall, dass die Orösse, 
welche auf der rechten Seite der Gleichung 61) unter dem 
Integralzeichen steht, das vollständige Differentiale einer ein- 
deutigen Function — V ist, welche blos die Coordinaten der 
n materiellen Punkte enthält. Man sagt dann, es existirt 
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eine Kraittanction , welche die Zeit nicht explicit enthält» 
und nennt V die Kraftfunction, In diesem Falle ist: 



d. h. die Kraft, welche auf irgend einen materielleu Punkt 
in irgend einer der Coordinatenrichtungen wirkt, ist die 
negative partielle Ableitung der Kraftfiinction nach der be- 
treffenden Coordinate. Die AosfÜlirang der Integration auf 
der rechten Seite der Gleichnogen 61) liefert dann: 



wobei Fj und die Werthe der Kraftfunction zu den ganz 
beliebigen, schon oben mit und bezeichneten Zeiten 
sind. Die Summe der gesammten lebendigen Kraft und des 
Werthes der Kraftfunction bleibt also wlüirend der ganzen 
Bewegung constant Da V eine eindeutige Function der 
Goordinaten sein soll, so muss es denselben Werth annehmen, 
so oft sämmtHche Punkte des Systems in ihre ursprüngliche 
Lage zurftdckehren, es muss also dann jedesmal die ge- 
sammte lebendige Kraft aller Punkte des Systems auch 
wieder denselben Werth annehmen. Nach § 8 existirt eine 
Kraftfunction immer, wenn die materiellen Punkte jeder 
fremden Einwirkung entzogen sind und sich blos unter d(^m 
P^influsse der zwisclien ihnen wirkenden Centrikräfte bewegen. 
Es ist dann nach Grieichung 10) 



Ebenso muss eine Kraftfunction existiren, wenn noch v be- 
liebige andere materielle Punkte, von denen jedoch jeder 
eine unveränderliche feste Lage im Räume hat, Centrikräfte 
auf die n materiellen Punkte ausüben. Denn man kann ja 
dann die Gleichung auf das von den n + v Punkten ge- 
bildete System anwenden, und darin die Goordinaten der 
V Punkte constant, resp. ihre Massen unendlich gross setzen. 
Ist Fj^^^Vf^^ die Kraft, welche einer der v Punkte auf einen 
der n Punkte in der Entfernung r^^^ ausübt und 



62) 




r — T as — 



y^ + y. 
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80 ist dann: 

62a) F- - 2 2 <PM % irj. 

Jjx allen diesen Fällen mtä die Summe der lebendigen 
Eiaffc und Eraftfimction oonstant bleiben, also die gesammte 
lebendige Erait der n Punkte jedesmal denselben WerÜi an* 
nehmen, sobald jeder derselben zur urspr&nglichen Position 

im Räume zurückgekehrt ist Daraus folgt aber noch keines- 
wegs, dass auch jeder einzelne materielle Punkt wieder die 
ursprüngliche Geschwindigkeit haben muss. Speciell wenn 
es sich um ein System von Körjx^rn handelt, die aus einer 
sehr grossen Zahl so dicht gedrängter materieller Punkte 
bestehen, dass man die materiellen Punkte einzeln nicht 
wahrnehmen kann, so ergiebt sich aus dem Bilde, welches 
wir uns gemacht haben, mit logischer Conseqnenz Folgendes: 
es können dann und werden im Allgemeinen relative Be- 
wegungen der einzahlen materiellen Punkte gegeneinander 
entstehen, die wir offenbar so wenig als die einzelnen Punkte 
direet beobachten können. Es kann nun sehi, dass diese 
verborgenen Bewegungen andere wahrnehmbare^ quantitativ 
messbare Effecte haben, welche der lebendigen Kraft dieser 
unsichtbaren Bewegungen der materiellen Punkte gegen- 
einander mit Einschluss der hierbei durch Verschiebungen 
der Punkte geleisteten Arbeit der Molekularkräfte pro- 
portional, also mit entai)recbendem Coefficienten multiplicirt 
gleich sind. Dann muss die Summe der lebendigen Kraft 
der sichtbaren Bewegung, der Kraftfunction der sichtbar 
zwischen den Körpern wirkenden Kräfte und der mit den 
entsprechenden Coefficienten multiplicirten Quantität aller 
jener anderen Effecte immer constant sein. Nennen wir 
daher jeden dieser Summanden eine Energie, so muss die 
Summe aller Energien constant sein« Dies ist das Energie- 
princip. 

Man hat die Sache manchesmal so dargestellt, als ob 
das ganze mechanische Bild nur den Zweck hätte, dieses 
Princip zu erklären. Dann wäre freilich, sobald man das 
Princip selbst Mar erkannt hat, das Bild überflüssig geworden. 
Es ist aber das Princip der Erhaltung der Energie nur ein 
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kleiner Brachthefl alles dessen^ was durch das Bild dar- 
gestellt wird und die üebereinstinmmng mit diesem grossen 
allgemeinen Natnrprincipe kann also nnr als eine einzelne, 
spedelle, werfthyoUe BeslfttiguDg unseres Bildes betrachtet 
werden. Erst wenn es gelungen wäre, ohne Zuziehung un- 
seres Bildes einen iubegritf von ebenso viel Thatsachen 
ebenso klar und übersichtlich wie durch das Bild darzu- 
stellen, könnte man sagen, das Bild sei üherflüssig ge* 
worden. 

Wenn die v materiellen Punkte, welche auf das be- 
trachtete System der n Punkte wirken, nicht ruhen, sondern 
eine bekannte (vorgeschriebene) Bewegung machen, so sind 
im zweiten Gliede des Ausdruckes für F(Gleichnng 62 a) die 
Coordinaten der y Punkte als gegebene Functionen der Zeit t 
allein zu betrachten. Daher enthält V ausser den Coordi- 
naten der n Punkte noch die Zeit ezpHcii Die Eraft^ welche 
auf irgend einen der n Punkte in irgend einer der Coordi« 
natenrichtungen wirkt, ist noch immer die negative partielle 
Ableitung des Tnach der betreffenden Ooordinate des be- 
treffenden Punktes. Aber der totale Differentialquotient d V/dt 
des V nach der Zeit, d. Ii. die Limite, welcher der durch 
dt dividirte gesammte Zuwachs des V während der Zeit dt 
zueilt, besteht aus zwei Theilen: Demjenigen, welcher durch 
die gegebene Veränderung der v Punkte entsteht, der also, 
wie man sagt, daher rührt, dass V die Zeit exphcit enthält 
(wir wollen ihn mit dVjdt bezeichnen) und dem, welcher 
daher rührt, dass die Coordinaten der n Punkte während 
der Zeit dt ihre respectiven Zuwächse dx^, dy^f ... dz^ 
erfahren. Letzterer ist gleich: 



Nach Gleichung 59) ist nur der letztere Ausdruck gleich 
— dT/dif wenn mit T wie früher die gesammte lebendige 
£raft der n Punkte bezeichnet wird. Man hat also in 
diesem Falle 




dT 
dt 



dV 
dt 



"Tt* 



dV 
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woraus natürlich nicht folg^ dass F+ Tconstant sein müsste. 
Es ist also jetzt die gesammte Energie des Systems der 
n Punkte nicht constant. Man sagt» das System der n Punkte 
emp&ngt von den v Punkten und den ihre Bewegung unter- 
haltenden Kr&ften Energie oder giebt Energie an de ab. 
Wenn die v Punkte in Bewegung begriffen sind, so braucht 
also die Energie der n Punkte nidit constant zu sein. 

Trotzdem sind FSUe möglich, wo die Er&fte X^,Y^,.,Z^ 
welche auf die n Punkte wirken, als blosse Functionen dieser 
Coordinaten ausgedrückt werden können, z. B. wenn die Be- 
wegung der 1/ Punkte eine cyklische ist, so dass an Stelle jedes 
dieser Punkte, sobald er seinen Platz verlässt, sogleich ein 
gleich beschaffener tritt und die Art und Weise dieser 
cyklischen Bewegung selbst von der Position der n Punkte 
abhängt oder überhaupt wenn die Bewegung der v Punkte in 
gegebener Weise von der Lage der n Punkte abhängt. Dann 
kann aber X^dx^ + Y^dy^ + ... Z^dz^ auch das Differen- 
tiale einer mehrdeutigen Function sein, welche blos die 
Coordinaten der n Punkte enthält, oder es kann gar kein 
vollständiges Diffsrentiale sein. 

Die Kräfte, welche auf einen Magnetpol wirken , bieten 
ein Beispiel des ersten Falles, wenn sich im Felde con- 
stante lineare, in sich geschlossene Ströme befinden, ein 
Beispiel des zweiten Falles, wenn sich der Magnetpol im 
Innern eines überall von elektrischen StromfiKleu durch- 
setzten körperlichen Leiters befindet. In beiden Fällen sind 
Bewegungen der n Punkte möglich, wobei dieselben periodisch 
wieder in die Anfangslage zurückkehren, aber ihre Gesammt- 
energie auf Kosten der Energie der von aussen auf sie 
wirkenden Körper fortwährend wächst. 

Noch complicirtere Fälle treten natürlich auf, wenn die 
Bewegung der f Punkte auch eine Function der Geschwindig- 
keitscompouenten der n Punkte oder noch anderer Bestim- 
mungsstacke ihrer Bewegung ist, so dass auch die auf die 
n Punkte wii^enden Er9fte Functionen dieser Grösse werden, 
in dem Sinne, wie wir schon in § 18 Ton Kräften sprachen, 
die Functionen der Geschwindigkeit sind, worauf ich nicht 
weiter eingehen wilL 
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§ 27. Satz von der Bewegung des Schwerpunktes. 

Wir kehren wieder zum allgemeinsten Falle zurück, 
dass beliebige n Punkte ihrer Wechselwirkung nnd der Ein- 
wirkung p fremder Punkte unterworfen sind. Der Ate der 
nPonkte habe die Masse mj^ nnd zur Zeit i die Coordinaten 
^hiVh* ^h' Resultirende aller von den p Paukten auf ihn 
zur Zeit i ausgeübten Kri^ sei nnd ihre Gompcnenten 
in den drei Ooordinatenrichtungen seien X^, 3/,- Alle 
diese Kräfte, welche von den v Punkten auf die «Punkte 
ausgeübt werden, bezeicliiieii wir als die Kräfte, welche auf 
das System unserer n Punkte von aussen wirken, d. h. welche 
von materiellen Punkten ausgehen, die dem Systeme nicht an- 
geh()ren. Im Gegensatze hierzu nennen wir die Centrikräfte. 
welche zwischen je zwei Punkten des Systems wirken, die 
inneren Kräfte des Systems, fh^i^hk) ^® früher die 
zwischen dem ^ten und A;ten Punkte des Systems wirkende 
innere Kraft. Die Gleichungen 10) resp. 13) und 58) yer- 
wandeln sich bei Einführung dieser neuen Bezeichnung in 

ft»8 

mit zwei analogen Gleichungen f&r diey- und^v-Axe und dn— 3 

analogen Gleichungen für die übrigen materiellen Punkte. 

Addiren wir von diesen Gleichungen alle, welche sich 
auf die a^-Coordinate beziehen, so tilgen sich alle Glieder, 
welche die Functionen f enthalten und es folgt 

Ä = n h = n 

h=i Ä= 1 

Analoge Gleichungen erhalten wir natürlich für die y- und 
Ä-Axe. ViW wollen nun mit den Schwerpunkt des von 
den beiden Massen und gebildeten Systemes und mit 
I, dessen Absdsse bezeichnen. Dann ist Tormdge der 
Gleichung 57) 

Wir denken uns femer im Funkte 8^ eine Masse be- 
findlich, welche gleich also gleidi der Summe der 



« 
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Massen ist» deren Schwerpunkt ist und bezeichnen mit 
den Schwerpunkt des Ton dieser in 8^ fingirten Masse nnd 
Ton der Masse gebildeten l^jrstemes und mit I3 die Ab- 
soisse Ton 8^, Dann ist wieder nach Gleichnng 57) 

Wir nennen dann auch den Schwerpunkt der drei Massen 
f9t|y ^"ji« Ebenso wollen wir als den Schwerpunkt 

der vier Massen m^, m^, und demjenigen Punkt be- 
zeichnen^ welchen wir erhalten, wenn wir den Schwerpunkt 
des Systems suchen» welches Ton der Masse und der im 
Punkte 8^ gedachten Masse m^-\-m^ + m^ gebildet wird. 
Für seine Absdsse folgt wie froher der Werth: 

■* »»i + »I, + 7N^ + 

Fahren wir in dieser Weise fort, was wir die synthetische 
Definition des Schwerpunktes nennen wollen, so erhalten wir 
für die Coordinaten |, 19, £ des Schwerpunktes aller 1» Massen 
die Werthe: 

h = n As« hstn 

^^ji^'^hVH^ ?=:^^'^Ä«Ä* 

kal hml hml 

hm% 

wobei Jf = ^f»ij^ die Summe aller Massen des Systemes ist» 

welche wir auch als die Gesammtmasse desselben bezeichnen 
wollen. Die in diesen Gleichungen enthaltene Definition des 
Schweriiunktes nennen wir dessen analytische Bestimmung. 
Sie zeigt unmittelbar, dass man bei der synthetischen Defi- 
nition jedesmal denselben Punkt als Schwerpunkt eines Systems 
materieller Punkte erhält, in welcher Eeihenfolge man immer 
die yerschiedenen Massen des Systems nehmen mag. Führen 
wir die Grössen |, % ( ein, so reducirt sich die Gleichung 64]^ 
sowie die beiden ihr entsprechenden^ flür die beiden anderen 
Ooordinatenrichtnngen geltenden auf 



h=\ hml Äsl 

Boltzmann, Mechanik L 7 
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Genau dieselben Gleichungen würden wir für die Be- 
wegung eines materiellen Punktes erhalten, der die Masse M 
hätte und auf welchen in jedem Augenblicke die Resultirende 
aller Kräfte wirken würde, welche von aussen auf jeden der 
n materiellen Punkte wirken. Von den inneren Kräften, also 
den zwischen den Funkten des Systems wirkenden Centn* 
krSften, ist dabei ganz al^znsehen. Wir können daher sagen: 
der Schwerpunkt bewegt sich gerade so, wie ein einzelner 
materieller Punkt» dessen Masse gleich ist der Summe der 
Massen aller materiellen Punkte des Systems und auf den 
in jedem Augenblicke eine Kraft wirkl^ welche man findet^ 
indem man den Angrifispunkt jeder "Kxaik, welche auf irgend 
einen der materiellen Punkte wirkt, ohne Aendenmg ihrer 
Grösse und Richtung nach jenem Punkte versetzt und dann 
die Resultirende aller dieser Kräfte sucht. Die Componente 
dieser Kraft nach jeder der Coordinatenrichtungen muss 
dalier die Summe der Componenten aller äusseren Kräfte in 
der betreffenden Coordinatenrichtung sein, welche auf alle 
materiellen Punkte des Systems wirken. Natürlich muss 
dieser einzige materielle Punkt auch zu Anfang der Zeit 
gleiche Lage haben ^-ie der Schwerpunkt des Systems und 
seine Anfangsgeschwindigkeit muss gleiche Grösse und Bich- 
tang haben.*) 

Bewegt sich speciell das System der »materiellen Punkte 
blos unter dem Einflüsse der zwischen je zwei derselben 
wirkenden Centrikriiffce, so sind keine äusseren EHilte yor- 



^) Wegen der grossen Entfernung zwischen Erde und Sonne ist 
die Kraft, welche die Sonne nach dem Newton^schen Gesetze auf 
irgend einen Pimkt der Erde ansübt» naheni dem Qnadiato der £iit- 
femnng des Erdsohwerpnnktes vom Sonneiuchwerpiuikte verkehrt 
proportional und gegen den letateren geriektet Wenn also nur Erde 
und Sonne aufeinander wirken würden, so würden sich ihre Schwer- 
punkte wie materielle mit der Masse des betreffenden Himmels- 
körpers behaftete Punkte bewegen, die sich mit einer dem Quadrate 
ihrer Entfernung verkehrt proportionalen Kraft anziehen, also ganz 
nach den in §§ 21 und 25 erläuterten Gesetzen, wodurch deren An- 
wendung auf praktiaehe FSUe klar wird. Dies gilt übrigens, wenn 
man Erde und Senne als stane Kqgeln betrachtet, anoh ohne Ver^ 
nafihlgiwignng, wie wir in der PotenÜaltiieoiie sehen werden. 
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banden und der Schwerpunkt ruht für alle Zeiten, wenn er 
zu Anfang der Zeit ruhte. Sonst bewegt er sich mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit in einer Geraden. Die inneren 
Kräfte, welche ja aus den Gleichungen 64) Yollkommen 
heransgefiiLlen sind, afäoiren also die Bewegung des Schwer- 
punktes gar nicht 

Wenn eine geladene Kanone« welche frei Ton jeder 
Einwirkung anderer Körper im Baume schweben würde, 
anfangs ruhte und plötaHeh in Folge der Einwirkung innerer 
KrSfte losginge, würde zwar die Kugel in heftige Bewegung 
in einer bestimmten Richtung gerathen, der Körper der 
Kanone aber würde genau mit einer solchen Geschwindig- 
keit sich in entgegengesetzter Richtung zu bewegen anfangen, 
dass der Schwerpunkt des von der Kugel und Kanone ge- 
bildeten Systems nach wie vor ruhen würde. Dasselbe gilt 
von jedem Körper, dessen Theile blos durch innere KiMtd 
in relatLTe Bewegung gegeneinander kommen. 

§ 28. Masse und Gewicht des Gramms. Byn. 
Schwerpunktsberedmung. 

Wir kommen jetzt wenigstens in einer Hinsicht in 
Contact mit der Wirklichkeit Wir sahen« dass die Masse 
eines von allen materiellen Punkten ganz willkürlich gewShlt 
werden kann. Statt dessen können wir« da wir einzelne mate- 
rielle Punkte nicht wahmebmen, jetzt die Gtesammtmasse 
irgend eines bestimmten Körpers willkürlich wählen. Wir 
wollen z. B. die Summe der Massen aller materiellen Punkte, 
die in einem Cubikcentimeter reinen destillirten Wassers 
bei dem dem Normalbarometeratande entsprechenden Drucke 
und der Tem])eratur des Dichtemaximums vorhanden sind« 
mit 1 bezeichnen. 

Eine theoretische Möglichkeit, die Masse irgend eines 
anderen Körpers zu bestimmen, ergiebt sich dann wie folgt. 
Die Resultirende aller Kräfte, welche die materiellen Punkte 
irgend eines Körpers^ auf die irgend eines anderen Körpers 
ausüben, masB, wenn man alle in demselben Punkte an- 
greifend denkt, gleich, aber entgegengesetzt gerichtet sein 
der Besoltirenden der Kräfte, welche umgekehrt die mate- 

7* 
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hellen Punkte des Körpers B auf die des Körpers A aus- 
üben, da dies für jede einzelne dieser Kräfte gilt Die 
Massen zweier in Wechselwirkong befindlicher E5xper ver- 
halten eich daher nmgekehrt wie die beobachtbaren Beschleu- 
nigongen, welche ihre Schwerpunkte durch diese Wechsel- 
wirkung erfahren, also z. B. anch umgekehrt wie die 
gesammten GeschwindigkeitsBndeningen, weldie sie beim 
Stosse aufeinander erhalten. 

Als Kratteinhüit haben wir, wenn zu den Formeln 9), 
13) etc. kein coiistanter Factor dazutreten soll, diejenige 
Kraft zu bezeichnen, welche dem Schwerpunkte eines Körpers 
von der Masse 1 in der Zeiteinheit die Beschleunigung 1 
ertheilt, wobei wir Secunde und Centimeter als Zeit- und 
Längeneinheit wählen. Wir wollen diese Kraft Dyn nennen. 
Wenn wir z. B. an einem q cm langen Faden einen kleinen 
Körper, dessen Masse gleich /a Ghramm, also durch Stoss 
oder sonstige Wechsel wirknngSTersuche ^mal so gross, 
als die oben detinirte Wassermasse gefunden wurde, so im 
Kreise schwingen, dass er in der Secunde einen Weg Yon 
y Centimetem zurücklegt, so ersehen wir aus Formel 15], 
dass der Faden mit einer Kraft yon hy^/q Dynen ge- 
spannt wird. 

Schon das am Schlüsse des § 14 Angeführte macht es 
wahrschein liclij dass an einer bestimmten Stelle der Erde 
durch die Wirkung der Schwere allein alle Punkte aller 
Körper dieselbe Beschleunigung g (in unseren Breiten am 
Meeresniveau etwa 081 cm in der Secunde) erhalten. Alle 
Oonsecjuenzen, die man aus dieser Annahme ziehen kann, 
haben sich so vollständig bestätigt (vergl. Schluss des § 51)^ 
dass wir dieselbe als wohlbegründete Erfahrungsthatsache 
bezeichnen können. Die Intensität der Kraft, welche die 
Schwere auf einen beliebigen Körper Ton der Masse m ausübt 
(das Gewicht dieses Körpers), ist also nach Formel 14) 

P = mg* 

Das Gewicht eines Körpers yon der Masse eines Gramms er- 
theilt daher in unseren G^egenden diesem eine etwa 981 mal 
grössere Beschleunigung, als die Kraft eines Dyns. Dieses 
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Gewicht, welches man auch das G-ewicht eines Gramras 
(nicht zu verwechseln mit der Masse eines Gramms) nennt, 
ist also etwa gleich 981 Dynen. Ein Dyn ist der 981. Theil 
des Gewichts eines Gramms, rund das Gewicht eines Milli« 
gramms. 

Das VerhäJtniss der Massen zweier Körper braucht man 
daher nicht durch StoasTersuche oder sonstige Versuche der 
Wechselwirkung derselben zu bestimmen, sondern dieses 
Verhältniss ist gleich dem Verhältnisse ihrer Gewichte an 
derselben Stelle des Erdkörpers^ da daselbst g für alle 
Körper denselben Werth hat Letzteres Verl^tniss aber 
kann ebenso bequem als genau durch die Waage bestimmt 
werden, deren Theorie wir freilich erst etwas später kennen 
lernen werden. (Vergl. § 56.) 

Am Aequator erhält jeder Körper durch die Schwere 
wieder die gleiche Beschleunigung, wie jeder andere. Diese ist 
aber etwas kleiner als die in unseren Breiten, wogegen sie 
in der Nähe des Poles etwas grösser ist. Am Aequator ist 
daher das Gewicht eines und desselben Körpers etwas kleiner, 
in der Nähe des Poles etwas grösser als bei uns. Es würde 
auch dieselbe elastische Feder bei gleicher Temperatur 
durch Anhängung desselben Körpers am Pole etwas mehr, 
am Aequator etwas weniger gedehnt, als bei uns. Die Masse 
eines und desselben Körpers aber bleibt überall genau 
gleich. Bei der Masse eines Oubikcentnneter Wassers liegt 
dies einfach in unserer Definition der Masse 1. Die Con- 
stanz des MassenyerhSltiusses zweier Körper aber folgt aus 
der Uebereinstimmung unserer Grundannahme 6 mit der 
Er£ELhrung. 

Um anzuzeigen, in welcher Weise sich die eine Grösse 
ausdrückende Zahl mit den gewählten Einheiten ändert, 
schreiben wir jeder Grösse gewisse Dimensionen zu. Wir 
sagen, jede Strecke hat die Dimension einer Länge [/], d. h. 
sie wird durch eine /fache Zahl dargestellt, wenn wir die 
Längeneinheit Imsl kleiner wählen, eine Fläche hat die 
Dimension [/^, ein Volum [l^], weil im gleichen Falle die 
sie darstellenden Zahlen Z*, resp. mal grösser werden. Eine 
Kraft hat die Dimension [m/<~^, weil sie durch eine 
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tu lt~- mal so grosse Zahl dargestellt wird, weim wir die 
Massem'iüheit jh mal, die Längeneinheit / mal, die Zeiteinheit 
tmal kleiner wählen. Diese Dimensionen sind unmittelbar 
aus der detinireuden Vormel X = md''^xl dt^ ersichtlich, d und 
d^ haben keine Dimensioneiii da sie nur Zuwächse aus- 
drücken. 

Ein Vector als eine Länge kann einer Kraft oder einer 
Geschwindigkeit so wenig gleich sein, wie eine Anzahl Aepfel 
einer Zahl Birnen. Es kann nur die Länge des ersten durch 
dieselbe Zahl, wie die Intendlftt der zweiten ausgedruckt 
werden. Man strebt auch dies, also dass ein Dyn gerade 
durch einen Pfeil von der Länge eines Gentimeters dar- 
gestellt wird, in den seltensten Fällen an. Man würde also 
besser sagen, dass die Intensitäten aller Kräfte gleich den 
mit demselben Reductionsfactor F multiphcirten Längen der 
Pfeile sind. Nur weil man sich auch so zu verstehen glaubt, 
schweigt man von diesem Reductionsfactor, der immer hinzuzu- 
denken ist, wenn man eine (jleichung wie f (Kraft) =J.^(Länge} 
schreibt. 

Da wir nur ein richtiges Bild der Körper erhalten, wenn 
wir uns jeden Körper aus sehr vielen, nicht einzeln aufzähl- 
baren materiellen Punkten bestehend denken, so könnte die 
in den Formeln 65) angezeigte Sununirong nicht wirklich 
ansgefOhrt werden, wenn es nicht mö^ch wäre, in allen 
Fällen dadurch gute Uebereinstimmung mit der Er&hrung 
zu erzielen, dass man sich in der Anordnung der materiellen 
Punkte gewisse Begelmäsdgkeiten denkt Die hdohste Begel- 
mässigkeit i^t die, dass alle materiellen Punkte gleich be- 
schaffen und gleichmässig im ganzen Volumen des Körpers 
vertheilt sind. Ihre Voraussützung liefert oft gute Ueber- 
einstimmung mit der Erfalirung. Dann verhält sich die in 
irgend einem Voliimtheile des Körpers enthaltene Masse m 
zur (jrt'sammtmasse M des Kr)rpers wie das Volumen co dieses 
Volumtheiles zum gesammten Volumen Q des Körpers. Es 
ist also m = (> ro, wobei o = Mj Q die auf die Volumeinheit 
entfallende Masse (die Dichte des Körpers) ist. Wenn die 
Anordnung der Massentheilchen nicht in dieser Weise regel- 
mässig ist, so machen wir die freilich in keiner anderen 
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Weise als durch die wenigstens angenäherte Uebereinstim- 
mung der ans ihr folgenden Bilder mit der Erfahrung be- 
weisbare Annahme^ dass diese Begelrnftfuagkeit wenigstens in 
in der unmittelbaren Umgebung eines jeden Punktes des 
Körpers Toriianden ist, d. h. dass der Quotient des Volu- 
mens do jedes Volumelementes des Körpers in die gesammte 
darin entiialtene Masse dm mit abnehmender Grösse des do 
stets gegen eine feste endliche Gfrenze p conyergirt, deren 
Werth sich continuirlich von Punkt zu Punkt im Körper 
ändern kann, so dass man mit Vernachlässigung von unend- 
lich Kleinem höherer Ordnung hat 



Die Summen der Formeln 65) verwandeln sich dann 
in Integrale^ die über das gesammte Volumen des Körpers 
zu erstrecken sind, und es wird: 



Der Fall eines dünnen Bleches oder eines geraden oder 
krummen Drahtes veranlasst uns zur Fiction einer ebenen 
oder krummen Fläche und einer geraden oder krummen 
Linie, welche continuirlich mit materiellen Punkton besetzt 
sind. Für die FUUshe sei ein Element derselben und 
q>dfha auf unendlich Kleines höherer Ordnung die darauf 
befindliche Masse. Für die Linie sei ds ein Längenelement 
und cd» die Masse darauf, dann ist im ersten Falle 



dtn = g do. 



67) 





und im zweiten 
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Q heisst die riiiiinlicliey (p die BlftdieiLdichtey <r die lineare 
Dichte der MassexiTerliheilimg. Falk die Massen gleich- 
förmig vertheilt sind, sind es natürlich Constanten, die vor 
die Integralzeichen kommen können. 



§ 29. Xoineiit einer Kraft. Breknngssinn. 

Wir schreiben nun die der Gleichung 63) analoge für 
die y-Axe hin und multipliciren sie niit , femer multipli- 
ciren wir die Gleichung 63) selbst mit — und addiren 
schliesslich die beiden so gebildeten Gleichungen; es er- 
giebt sich: 



Die linke Seite dieser Gleichung kann in der Form ge- 
schrieben werden: 



dt 



Bildet man die der Gleichung 69 a) analogen Gleichungen 
für alle übrigen der n materiellen Punkte unseres Systems 
und addirt alle diese Gleichungen, so tilgen sich die Glieder, 
welche die verschiedenen Functionen / enthalten^ ToUstöndig 
und man erhSlt: 

hml ^ hml 

Es sei nun irgend eine gerichtete Gerade O im Räume 
gegeben. sei eine beliebige Kraft, A ihr Angriffspunkt, 
dessen Coordinaten vrie in Formel 70) mit £c^, i/^, he- 
zeichnet werden sollen, AB der Pfeil, der diese Kraft in 
Grösse und Richtung darstellt, wobei wir, wie aDgemein 
üblich, den Eeductionsfacior weglassen, obwohl correcter $ßj^ 
gleich r'mal AB zu setzen w&re. 
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. Wir definiren nun das Moment der Eraft ^ bezüg- 
lich der Geraden Q als das Prodnct 

71) ±pK 

der zur Geraden senkrechten Componente K dieser Kraft in 
den Abstand p der Kraftrichtung von der Geraden und zwar 
mit positiven oder negativen Zeichen genommen, je nachdem 
die Drehungsrichtimg der Kraft um die Gerade gegen diese 
dieselbe oder die entgegengesetzte Lage hat, wie gegen die 
positiTe jt^Axe die Drehung Yon der positiven iv-Aze anf 
kürzestem Wege zor positiTen ^Axe. Den Sinn der, letzteren 
Angabe kann man folgendermaassen näher erläutern. £ine 
Ton der Geraden O begrenzte Halbebene gehe zuerst durch 
den Anfangspunkt A des Pfeiles AB, der die Kraffc 
darstellt und -werde dann auf kürzestem Wege so gedreht, 
dass sie noch immer von der Geraden O begrenzt durch 
den Endpunkt B desselben Pfeiles geht. Wenn diese 
Drehung für ein Auge, das von dorther blickt, wohin die 
Gerade O gerichtet ist, im selben Sinne erfolgt wie die 
Drehung, welche die positive r-Axe auf kürzestem Wege in 
die positive ?/-Axe überführt für ein Auge, das von dorther 
blickt, wohin die positive ;&-Axe zeigt, so haben wir das 
positive Zeichen zu wählen. Wir nennen diesen Drehungs- 
sinn immer den positiven um jene gerichtete Gerade. Ge- 
mäss dieser Uebereinkunft ist also durch den Sinn, in dem 
eine Axe gezogen wird, zugleich der positive Drehungssinn 
um dieselbe mitbestimmt. 

Wäre dann A ein Punkt eines starren, um die Axe O 
drehbaren Körpers, so würde die Kraft ^ diesen Körper im 
positiven Sinne um die Axe O zu drehen suchen. Wir 
sagen kurz, die Kraft wirkt im positiven Sinne drehend 
um die gerichtete Axe G. 

Im entgegengesetzten Falle, wenn die Kraft im nega- 
Sinne um die Axe G zu drehen sucht, ist in Formel 71) 
das negative Zeichen zu wählen. Diese Formel zeigt, dass 
das Moment die Dimension Kraft x Länge hat Wir können 
es auch so construiren. 

Wir wählen auf der Geraden Q einen beliebigen Punkt Ö 
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und legen durch denselben eine Ebene E senkrecht zor Qe- 
rftden. A' und B seien die Projeotionen der Endpunkte Ä 

und B des die Kraft darstellenden Pfeiles auf diese Ebene. 

Dann stellt also der Pfeil A B die Componente K der Kraft 'ip^ 
senkrecht zur Geraden G dar. Das Product dieser Compo- 
nente in den senkrechten Abstand der Kraftrichtuni^ Yon 
der Geraden ist also der doppelte Flächeninhalt des Drei- 
ecks GÄBj da wir die Länge des Pfeiles AB einfach gleich 
der Intensität der Kraft gesetzt haben. Dieser der äüher 
gegebenen Regel entsprechend positiy oder negatiy zu neh- 
mende doppelte Flächeninhalt 

72) ± 2 GÄB 

ist also nach unserer Definition gleich dem Momente der 
Kraft bezüglich der Geraden O. 

Wir können auch so verfahren : Wir errichten auf der 
Ebene des Dreiecks CA Bf dessen Flächeninhalt ^vir eben- 
fjftlls mit GAB bezeichnen, im Punkte G eine Nonnale N 
in dem Sinne, dass die Kraft ^ im positiyen Sinne um N 
drehend wirkt, dann ist: 

CM' B = ± GAB cos {N, Ö) , 

wo immer dasselbe Zeichen wie in den Ausdrücken 71) 
oder 72) gilt Es kann also das Moment der Kraft ^ be- 
züglich der Axe Q auch definirt werden als die Grösse 

73) 2CABQ08{N,Gf), 

wobei die beiden Vorzeichen ausgefallen sind. Das Vor- 
zeichen dieses Ausdruckes ist also daf&r ausschlaggebend, 
in welchem Sinne die Eraft \ um die Axe drehend wirkt 
Ebenso ist, wie wir später sehen werden^ der Zahlenwerth 
dieser Grösse ausschlaggebend für die Intensitäl^ mit welcher 
jene Kraft einen starren Körper um die Axe G zu drehen 
sucht. Dies ist der Grund, weshalb diese Grösse das 
Moment oder auch das Drehmoment der Kraft bezüglich 
jener Axe heisst. 

Wir wollen nun gemäss der zweiten Detinition das 
Moment der Kraft deren Angriffspunkt, wie dies in 
Formel 70) Yorausgesetzt ist^ die Coordinaten a^, y^, haben 



Digitized by Google 



GL 78.] HL §30. Zweierlei Coofdinatensystem. 107 

soll, bezüglich der x-Aze als Drehungsaxe suchen, welche 

natürlich von den negativen x gegen die positiven gerichtet 
zu denken ist. Als Punkt C können wir dann den Coordi- 
natenursprung wählen, so dass die xy-Ehene an Stelle der 
Ebene E tritt. Da x^, die Coordiiiaton des Angriffs- 

punktes J. der Kraft sind, so sind a:^, 0 die des Punktes A'. 
Da femer Ä'B die Projection der £raft auf die ir^-Ebeue 
ist^ so sind 

die Coordinaten des Punktes B, Naeh dem bekannten Aus- 
drucke für den Flächeninhalt eines Dreiecks durch die 
Coordinaten seiner Eckpunkte ist also in diesem FaUe der 
doppelte Flftcheninhalt des Dreiecks GÄ'B gleich 

und man sieht leicht^ dass wieder wie in Formel 71) und 72) 
das posLÜTe oder negative Zeichen zu nehmen ist^ je nach- 
dem die Gerade OÄ' durch eine positive oder negative 
Drehung um die «-Axe auf kürzestem Wege in die Lage 
OB' gelangt Es ist also in jedem Falle x^^^ — 1/^36^ das, 
was wir als das Moment der Kraft bezüglich der x-Axe 
definirt haben. Hätten wir einen Kcductionsfactor F zur 
Keduction der Längen der Pfeile auf die Intensitäten der 
Kräfte eingeführt, so wäre dieser jetzt, da wir die Pfeile 
wieder durch Kräfte ausdrückten, wieder weggefallen. Die 
rechte Seite der Gleichung 70) ist also die Summe der 
Momente aller auf das System der n maten ollen Punkte 
von aussen wirkenden Kräfte bezüglich der a^Axe. 

§ 80. Fransdsisehes und engliiehes Ooordinatensystem. 

Es ist dabei vollkommen gleichgültig, in welchem Sinne 
für ein Auge, welches aus jener Richtung auf den Coordi- 
natenursprung bhckt, nach welcher die positive «-Axe zeigt, 
die Drehung von der positiven x- gegen die positive y-Axe 
auf kürzestem Wege geschieht, wenn nur die Drehung um 
jede gerichtete Axe im selben Sinne als positiv au%e£as8t 
wird. Es erfolgt dann immer auch im positiven Sinne um 
die positive d>Aze die Drehung von der positiven ^ zu 
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der positiven z-Axe auf kürzestem Wege und um die positive 
y-Axe die Drehung Yon der positiven z- gegen die positive 
o^Axe auf kftrzestem Wege, wie schon die ^^klisdbe Ver- 
tauschung lehrt 

Wenn dieser Sinn derjenige ist, in welchem sidi der 
Zeiger einer ühr drehte deren Z^erhlatt dorthin gewendet ist» 
wohin die Axe gerichtet ist, so nennt man das Ooordinaten- 
System ein französisches, im entgegengesetzten Falle ein 
englisches. Ersteres kann auch so definirt werden: Eine 
Person, welche ihren Kopf uach der positiven ^-Richtung^ 
ilir Gesicht nach der ])Ositiven //-Richtung kehrt, hat die 
positive j- Richtung zur linken Hand, oder: wenn man auf 
der Schultafel die positive Richtung nach aufwärts, die 
positive y-Bichtung gegen den Beschauer zieht, so ist die 
positive a;-Bichtung gegen die Rechte des Beschauers ge- 
wendet» oder: wenn in ein Brett» das der a;^Ehene parallel 
ist, eine Schrauhenmutter eingeschnitten ist, so drdit sich 
darin eine in dem in Europa allgemein üblichen Sinne ge- 
schnittene Schraube, welche im Sinne der positiven ^Bich- 
tung fortschreitet so, wie man auf kürzestem Wege von der 
positiven y- zu der positiven a^Bichtung gelangt, oder: wenn 
die xy-Fthene ein Ackerfeld, die ^Axe eine Holzstange ist, 
so schhngt sich eine nach aufwärts wachsende Hopfenranke 
80 um die x-Axe, wie man von der positiven x-Richtung auf 
kürzestem Wege zur positiven Richtung gelangt, eine 
Weinranke im entgegengesetzten Sinne. Natürlich verhält 
sich ein englisches Coordinatensystem in allen diesen Fällen 
gerade umgekehrt. Bringt man bei beiden Coordinaten- 
systemen die positiven und y-Axen zur Deckung, so fällt 
die positive ^Aze des einen genau in die Biohtung der nega- 
tiven js-Axe des anderen. Beide Goordinatensysteme lassen 
sich daher^ wenn man die positive und negative Ooordinaten- 
richtung als verschieden betrachtet, nicht voUst&ndig zur 
Deckung bringen, sondern verhalten sich zu einander wie 
Spiegelbilder, wie ein sonst g^ioher rechter und linker 
Handschuh. 

Eine Entscheidung für das eine oder andere System 
braucht man erst zu treä'eu, wenn man zur Darstellung von 
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Phänomenen übergeht, bei denen nicht beide Botationsridh- 
tungen gleich bereohtigt sind, wo also physikalisch gegebene 
fiotationen, wie die Erddrehung, oder asymmetrische Natnr- 
köiper eine Bolle spielen, wie bei der Wechselwirkung Ton 
elektrischen Strömen und Magneten, der Drehnng der Pol»- 
risationsebene des Lichtes durch den Magnetismus etc. oder 
wenn man selbst eine i^nmliche Construction ausführt 

Das französische Coordinateiisystcm hat folgenden Vor- 
theil. Will man bei Construction der Fläche z = f(x, y) die 
x-Axe in die Tafel und die x~Axe vertical nach aufwärts 
legen, so schreiten die wachsenden x wie man schreibt, die 
wachsenden y nach dem Beschauer fort. Beim englischen 
Systeme muss man entweder die + « wie die Orientalen 
schreiben, oder die + y vom Beschauer weg, oder die + » 
nach abwärts, während wir doch aufwärts bauen, fortschreiten 
lassen; oder man muss die ^-Axe in die Tafel ^und die 
x»Axe gegen den Beschauer oder die y-Axe aofvrärts und die 
»-Axe gegen den Beschauer zieheui was alles unbequemer 
oder doch ungewohnter ist Für den Physiker dagegen hat 
das englische lästern den Vorzug, dass der Strom der posi- 
tiven Elektricität ein Solenoid in dem nach diesem Systeme 
positiven Sinne umkreist, wenn dessen Nordpol (das nach 
dem geographischen Norden zeigende, meist als positiv be- 
zeichnete Ende) dorthin zeigt, wohin die Drehungsaxe weist. 

Wir wollen im Folgenden in unseren Figuren das fran- 
zösische Coordinatensystem benutzen, unter einer positiven 
Drehung um eine gerichtete Axe also eine solclie verstehen, 
welche einem Auge, das von dort herblickt, wohin die Axe 
gerichtet ist, im Sinne des Uhrzeigers zu geschehen scheint 

§ 31. J)er Plächensatz. 

AehnHche Betrachtungen, wie wir sie in § 29 an- 
gestellt haben, lassen sich auch auf die linke Seite der 
Gleichung 70) anwenden. Sei wieder O eine beliebig ge- 
richtete Gerade, 0 ein Punkt derselben und E die durch 
diesen Pünkt zur Geraden senkrecht gelegte Ebene. Aber 
es sei jetzt A der Pdnkt des Baumes, wo sich zur Zeit t 
der materielle Punkt mit der Masse befindet, dessen 
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Coordinaten, wie schon in Formel 70), eben&Ils mit o:^, 

bezeichnet werden sollen. Feiner sei jetzt B der Punkt, 
wo sich die Masse zur Zeit t + dt befindet, so dass also, 
wie in Formel 70), die Coordinaten des Punktes B mit 
dx^, 4- rf?/^, + dx^^ zu bezeichnen sind. Endlich 
seien Ä und B' die Projectionen von A und B auf die 
Ebene E, df^ und d f^' die doppelten Flächeninhalte der 
Dreiecke GAB und CÄ B und N die anf die Ebene des 
ersten Dreiecks im Punkte C nach derjenigen Seite ge- 
zogene NormaLe, dass die Drehung der Geraden (7^ in die 
Ijage OB auf kürzestem Wege eine positiTe Drehung um 
die Normale ist; ivir sagen kurz, dass die Bewegung YonÄ 
nach B im positiyen Sinne um die Normale N geschieht 
Das Product aus der Masse m^, dem Cosinus des Winkels 
(iv; O) und der Limite, weteher sidi der Quotient dfjdt 
nähert^ also die GrOsse 

74) w^co8(JV; G)dfjdt 

bezeichnen wir dann als das Flächenmoment der Masse f\ 
bezüglich der Aze (?. Dasselbe ist auch gleich 

75) ±m^df,;idt, 

wobei natürlich wieder das positive oder negative Zeichen 
zu nehmen ist, je nachdem die Bewegung von A nach B 
im positiven oder negativen Sinne um die Axe Q geschieht. 

Im speciellen Falle, dass man unter O die positive 
xrk^Q versteht» kann man an Stelle des Pimktes Ö den 
Ooordinatenursprung setzen, was in diesem Paragraphen nun 
immer geschehen solL Dann sind die os- und y-Ooordinaten 
der drei Punkte J!, B gleich 0, 0; a^, yj^ re^. + doni^, 
+ dyj^. Daher ist: 

df- ±{s:ndyf,-y,,dx^), 
wobei das Zeichen genau dasselbe wie im Ausdrucke 75) ist. 
Daher ist der von uns eingeführten Deünition des Flächen- 
momentes gemäss 

L dy?, ^, dxA 

'^y'^-'dt -y^-df) 

zur Zeit i das Flächenmoment der Masse m,^ bezüglich der 
«-Aze. 
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Die GMtesei welche auf der linken Seite der Qlei- 
chimg 70) nach i difierentiirfc erscheint^ ist also die Smnme W 
der Flächenmomente aller n materiellen Punkte des Systems 
bezüglich der ;i;-Aze; mt wollen W kurz das gesammte 
Flftchenmoment des Systems bezU^^ch dw X'Axb nennen. 
Nach 74) ist: 

hml 

dfj^ ist der doppelte Flächeninlialt des Dreiecks, dessen eine 
Ecke die Lage des materiellen Punktes zur Zeit t, dessen 
zweite Ecke die Lage desselben Punktes zur Zeit t + dt, 
dessen dritte der Coordinatenursprung ist. N ist die auf 
dieses Dreieck so gezogene Normale^ dass um sie die Drehung 
▼on A nach B eine positive ist 

Ist ü und V im gleichen Sinne das gesammte Flächen- 
moment unseres Systems beztLglich der a> resp. y-Aze, so 
ist ebenso: 

h = l h = l 

Das gesammte Fläclienmoment des Systems bezüglich einer 
beliebigen, durch den Coordinatenursprung gezogenen ge- 
richteten Geraden O aber ist: 

h = n 



76) 



0=^fll^OO8(ö,J\Od^ 



Bezeichnen wir mit A die positive Quadratwurzel aus 
IP + und ziehen durch den Coordinatenursprung 
die gerichtete G^erade L so, dass 

cos (LyX) = UjA, cos {L,y) = F/^, cos (L,%) = WjA 

ist, wobei die betreffenden Winkel spitz oder stumpf sind, 
je nachdem ü, V oder W positiv oder negativ sind, so ist 
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nach Formel 70) das gesammte Flächenmoment des Systems 
bezüglich der Axe L gleich A, bezüglich der beliebigen 
durch 0 gehenden Axe Q gleich der Projection der in der 
BichtuDg Ton L aufgetragenen Geraden ^ anf die ißlchtung Q 
und zwar positiv oder negativ, je nachdem die Projection 
auf die poBitiye oder negative Seite der Geraden O f^i 
Das gesammte il&chenmoment ist also bezüglich der Axe L 
grosser als bezü^oh jeder anderen durch den Goordinaten- 
nrspnmg 0 gezogenen Axe (Axe des grossten Flächen- 
momentes bezüglich des Punktes 0). 

Bezüglich jeder durch O senkrecht zn L gezogenen 
Greraden aber ist das gesammte Flächenmoment Null. 

Man beweist leicht, dass das gesammte Flächenmoment 
eines })eliel)igen Systems bezüglich einer beliebigen Axe gleich 
ist dem Momente bezüglicli einer parallelen durch den Schwer- 
l)unkt des Systems gehenden Axe, vermehrt um das Flächen- 
moment, welches die gesammte Masse des Systems bezüglich 
der ersteren Axe hätte, wenn sie sich im Schwerpunkte des 
Systems bef^de und mit der Greschwindigkeit desselben in 
der Bewegnngsrichtung desselben bewegte. 

Ebenso leicht sieht man, dass sidi ganz in analoger 
Weise ans der geometrischen Darstellnng der Erftftemomente 
durch Dreiecksflächen analoge Sätze Ton den Momenten aller 
Ej^lfte, die von aussen auf ein beliebiges System wirken, be- 
weisen lassen. Seien: 



die Momente bezüglich der Coordinatenaxen, so ist das 
Moment derselben Kräfte bezüglich einer beliebigen, durch 
den Coordinatenursprung O gezogenen gerichteten Geraden G 

D cos [O, x)^ E cos (ö, y)^ F cos (ö, x)^ H cos (Ö, fl), 

wobei H eine von O aus gezogene Gerade yoti der Länge 
+ yD« 4- i?" + J?* ist, welche mit den Coordinatenaxen 
Winkel bildet, deren CSosinus DjH, EfS, FjH sind. Das 





V 
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Moment bezfiglich der Aze, welche die Biohtimg der Ge- 
raden S hsAf ist gleich E, bezfiglich jeder durch O senk- 
recht za jl7 gezogenen Geraden Nnll, bezfiglich jeder anderen 
durch 0 gezogenen Geraden liegt es zwischen — J7und + ff. 
Endlich ist das Moment aller auf das System wirkenden 
Kräfte bezüglich irgend einer Axe gkicii dem Momente be- 
züglich einer parallelen und gleichgerichteten Axe vermehrt 
um das Moment, welches alle darauf wirkenden Kräfte be- 
züglich der ersten Axe hätten, wenn sie ohne Aenderung 
ihrer Grösse und Richtung in einem Punkte der zweiten 
Axe angreifen würden. Das Gesammtmoment der inneren 
Kräfte eines Systems, d. h. der Centrikräfte zwischen je zwei 
Punkten ist natürlich bezfiglich jeder Axe Null. 

Wenn speciell von aussen Ireine Kräfte auf das System 
wirken, so sind auch die Momente der ftnsseren Erftfte gleich 
Null; es ist also D ^E^F^ 0 und aus Gleichung 70) 
und den analogen ffir die ^ und «-Axe folgt, dass ü, V 
und W drei Gonstanten sein mfissen. Es hat also die durch 
einen beliebigen ruhenden oder geradlinig und gleichförmig 
bewegten Punkt P gezogene Axe L des Maximums des 
Flächenmomentes, sowie die auf der Axe senkrechte Ebene 
eine unveränderliche Richtung im Räume (unveränderliche 
Axe, unveränderbche Ebene) und das Flächenmoment bezüg- 
lich jeder solchen Axe ändert sich ebenfalls nicht mit der Zeit 

Wenn z. B. ein Körper ohne Einwirkung äusserer Kräfte 
frei im Baume sich befindet, anfangs aUe seine Theile in 
Kuhe waren und dann blos durch innere Kräfte ein Theil 
desselben in drehende Bewegung kommt, so muss ein anderer 
Theil derart in eine entgegengesetzte Drehung gerathen, 
dass das gesammte Elftohenmoment bezfiglich einer be- 
liebigen Axe gleich NuU bleibt, da es ja aoleuigs gleich Null 
war. Li dieser Beziehung hat der Flfiohensatz eine gewisse 
Yerwandtsohaift mit dem Schwerpunktssatze. Doch besteht 
der folgende wesentliche ünterschied. Bei diesem sind die 
Differentialquotienteu, welche gleich Null sind (die linken 
Seiten der Gleichung 64) und der entsprechenden Gleichungen 
für die übrigen Coordinatenaxen), die vollständigen Diflerential- 
quotienten bestimmter Grössen, nämlich der Coordinaten des 

Bolismanik, Mechanik I. S 
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Schwerpuakles. Die Gtössen aber, welche gemäss des 
Flißhenpriiicips bei Ennangelung äusserer Kräfte gleich Null 
weiden (nftmlicb die linken Seiten der Gleichung 70) und 
der entspreehenden Gleichungen für die übrigen Coordinaten- 
bxsbl), rind nioht die Tolkttndigen Difeeatinlqaotienten T<m 
Fnnotionen der Goinduiaten naoh der Zttt 

Ein Körper achwebe ohne Einwukang änseerer Krifte. 
frei im Banme. Anfiage rohe er. Später sollen seine Theile 
durch innere Eräfbe in relatife Bewegungen gerathen. So- 
bald dieselben zu zwei verschiedenen Zeiten Iq und die 
gleiche relative Lage gegeneiuauder haben, muss nothwendig 
auch der Schwerpunkt des Körpers die gleiclie absolute Lage 
im Räume haben, da er diese überhaupt nicht ändert Aber 
der Körper kann sich während der Zeit — t^^ beliebig um 
den Schwerpunkt gedreht haben, wenn gewisse Theile des- 
selben nicht auf dem gleichen Wege in ihre ursprüngliche 
Toigß zurückgekehrt sind, auf welchem sie diese verliessen, 
sondern sich in geschlossenen Bahnen bewegt haben, die 
eine endliche Flädiie nmschliessen. 

Eine frei im Baome schwebende, anfangs ruhende Eatae 
kann sich beliebig nm ihre Aze drehen» wenn sie ihre Pfoten 
in Yom Körper weggestreckter Lage nach links bewegt, dann 
gegen den Körper zu eumeh.^ im eingezogenen Znstande nadi 
rechts bewegt, dann wieder ausstreckt und dasselbe Spiel 
wiederholt Dieselbe Katze kann aber in keiner Weise die 
Lage ihres Schwerpunktes ändern. So lange sehr viele 
Schiffe im Sinne der Axendrehung um die Erde herumfahren, 
wird der Tag verlängert. Die Axendrehung des als fest ge- 
dachten Erdkörpers nimmt zwar sofort wieder die alte Ge- 
schwindigkeit an, sobald die Schiffe still stehen, aber eine vom 
Erdmittelpunkte nach einer festen Bergspitze am Aeqnator 
gezogene Gerade ist durch das Manöver der Schiffe danemd 
um eine bestimmte Gonstante in ihrer Wink^rehung aucficik- 
geblieben, also die astronomische Zeit ist znrQck^pbUeben. 
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lY. Das Princip der yirtaellea YerscliiebimgejQ« 

§ 32. Btim und einigitiga Veririndunf n. 

Wir wollen wieder der Wirklichkeit um einen Schritt 
näher treten. In der Erfahrung sind uns zahlreiche Körper 
gegeben, welche die mancigfaltigsten Bewegungen im Räume 
machen, ohne dass sich dabei ihre Gestalt, also die relative 
Lage ihrer einzelnen Theile gegeneinander in bemerkbarer 
Weise yerändert. Wir nenneii solche Körper feste, und 
bild^ uns das Ideal eines starren Körpers, d. L eines 
Körpers ; dessen Theile in ihrer relatiTen Lage niemals die 
mindesto Verändenmg er&hren Jcdnnen. 

Wenn yrir uns also einen solohen KOrper aus materiellen 
Punkten bestellend denkeui so müssen die Goordinaten der- 
selben während der ganzen Bewegung gewisse Gleichungen 
erftOlen, welche ausdrücken, dass die Entfernung je zweier 
dieser materiellen Punkte constant bleibt Wir nennen diese 
Gleichungen die Bedingungen des Systems. Ihr Bestehen, 
sowie das sehr verschiedener anderer während der Bewegung 
materieller Punkte, können wir uns durch vSpecialisirung des 
bisherigen mechanischen Bildes gut darstellen. 

Von der Bewegung starrer Körper erhalten wir folgender- 
maassen ein anschauliches Bild. Wir denken uns ein System 
▼on sehr Tielen sehr dicht gedrängten materiellen Punkten. 
Diese materiellen Punkte sollen sich ganz nach den bisher 
angestellten Gesetzen bewegen. In einer bestimmten rela* 
tiTon Lage der materiellen Punkte (der NormaUage]^ welche 
eben die Gestalt des festen Körpers bestinuni^ 8oU die Besul* 
tirende aller inneren Krftfte, welche auf jeden derselben 
wirken, gleich Null sein. Sobald aber die Entfernung irgend 
zweier benachbarter materieller Punkte nur ein klein wenig 
grösser oder kleiner wird, sollen sofort enorm grosse innere 
Kräfte auftreten, welche sie wieder in die ursprüngliche 
Entfernung (die Normalentfemung) zurückzutreiben suchen. 

Diese Bedingungen sind sicher erfüllt, wenn wir folgende 
spedelle Annahmen über die inneren Krälte machen. Für 

8* 



Digitized by Google 



116 



IV. § 32. Starre Yerbindangen. 



[ÖL 76. 



jeden materiellen Punkt soll es mindestens drei oder mehr 
andere, nicht mit ihm in einer Ebene liegende Punkte (vir 
wollen sie seine Nachbarpunkte nennen) von folgender Be- 
schaffenheit geben: Die Kraft f(r), welche zwischen ihm 
und einem Nachbaipnnkte in der Entfemnng r wirkt, soll 
^eioh Null sein, sobald r gleich der NoimalentfiBmnng is^ 
aber einen sehr grossen positiven Werth annehmen, sobald 
r ein wenig kleiner, dagegen einen sehr grossen negativen 
Werth, sobald r ein wenig grösser als die Nonnalentfemnng 
ist. Im ersteren Falle soll also sofort eine enorme Abstossnng, 
im letzteren eine enorme Anziehung auftreten. Wir sagen 
dann kurz, die beiden materiellen Punkte sind staiT ver- 
bunden, da die zwischen ihnen wirkende Centrikraft weder 
gestattet, dass ihre Entfernung erhebhch grösser, noch auch 
kleiner als die Normalentfernung sei. Für alle übrigen mate- 
riellen Punkte, welche nicht das Verhalten derjenigen zeigen, 
die wir Nachbarpunkte nannten, soll die zwischen ihnen 
wirkende Kraft in der Normalentfemong und in nicht viel 
davon verschiedenen £ntfemnngen verschwinden. 

Wenn ausser diesen inneren KriÜten noch beUehige 
andere, von fremden Punkten ausgehende ftussere Erftfl» auf 
das Punktesystem wirken, so treten, sobald wilhrend der Be- 
wegong die m«(«ridIenPiiiikto ihre letotire Lage imr«^ 
Sndem, sogleich enorme Er&fte au^ welche die ursprüngliche 
relative Lage wieder herzustellen suchen, das System wird also 
angenähert das Bild eines starren Körpers bieten, wenn wir 
die durch kleine Deformationen geweckten inneren Kräfte ge- 
nügend gross gegenüber den äusseren denken. Allerdings nur 
angenähert; denn es werden bei Wirksamkeit äusserer Kräfte 
im Allgemeinen immer kleine Grestaltänderungen eintreten, ja 
in bestimmten Specialfällen, wo eine Dimension des von den 
Punkten erfüllten Kaomes klein ist, z. B* wenn dieser die 
Grestalt einer Uhrfeder hat, werden auch grössere Defor- 
mationen möglich sein. Es weicht also unser Bild van dem 
Ideale des absolut starren Körpers ab; abw gerade in der- 
selben Weise, in der auch die wirklichen festen Körper von 
diesem Ideale abweichen. 

Ausser der starren Yerbindung zweier materieller Ponkte 
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ist noch eine andere VerbmdnngBart, welche wir die ein- 
seitige nennen wollen, Ton hoher Wichtigkeit Wir haben 
bisher angenommen, dass die zwischen zwei materiellen 
Punkten wirksame KraSt weder eine bemerkbare AnnShenmg 

noch Entfemung gegenüber der Normaldistanz znlässt. 

Es soll jetzt die Kraft entweder zwar für jede Ent- 
femung, die nur ein wenig grösser ist, als die normale, 
einen enonn grossen negativen Werth annehmen, aber für 
die normale und jede kleinere Entfernung Null sein, oder 
zwar für jede Entfernung, die nur ein wenig kleiner als die 
normale ist, einen enorm grossen positiven Werth haben, 
aber wieder für die normale nnd jede grössere Entfemung 
Null sein. In ersterem Falle wird die zwischen den beiden 
materiellen Punkten wirksame Kraft zwar jede Entfernung 
lÜMr die normale Distanz Terhindem, sich aber einer be- 
liebigen Annäherung nicht in den Weg stellen, in letzterem 
Falle ist die Annäherung über eine gewisse Grenze unmög- 
lich, aber einer beliebigen Entfernung steht nichts im Wege. 
Wir sagen in diesen beiden Fällen, dass die beiden mate- 
riellen Punkte einseitig verbunden sind. 

Ein angenähertes Beispiel für den ersten Fall bieten 
uns zwei durch einen dünnen, nahezu unausdehnbaren Faden 
verbundene kleine Körper, ein Beispiel für den zweiten Fall 
zwei starre Kugeln, deren Mittelpunkte sich entfernen, aber 
in keinen kleineren Abstand gelangen können, als die Summe 
ihrer fiadien. 

§ 33. Yerschiedeue Formen der Bedingungen, denen Punkt- 
systeme unterworfen sein können. 

Man kann durch derartige Verbindungen Fftlle darstellen, 
wo zwischen den Coordinaten der Punkte eines Systems Be- 
dingungsgleichungen Torfaanden sind, z. B. den Fall einer 
Masse, welche gezwungen ist, wahrend ihrer Bewegung auf 
einer Yorgeschriebenen Fläche oder Curve zu bleiben. Die 
Darstellung geschieht in diesem Falle in folgender Weise: 

Es soll eine Kugel vom Radius a ausserordentlich dicht 
und gleichförmig mit starr verbundenen materiellen Punkten 
erfüllt sein, so dass sie sich angenähert wie eine starre xnate- 
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helle Kugel verhält. Ferner sollen zwei continuirliche Flächen, 
deren senkrechter Abstand immer und überall gleich (gleich 2 fr) 
iBt> unendlich dicht mit anderen materiellen Punkten besetzt 
sein, welche entweder durch entsprechende Kräfte nnyer- 
Snderlich im Baume festgehalten oder in TOigeschiiebener 
Weise bewegt werden, jedoch so, dass der senkrechte Ab- 
stand der beiden Fl&chen immer und Uberall ^eich 2b bleibt 
Wir bezeichnen diese letzteren materiellen Punkte als die 
der Vomchtang, welche die Bewegungsfreiheit beechrftnkt 
Die Kugel soll sich anfangs genau zwischen den beiden 
Flächen befinden. Die Kratt, welche irgend ein materieller 
Punkt einer der Flächen auf irgend einen materiellen Punkt 
der Oberfläche der Kugel ausübt, soll in der Entfernung 
b — a und einer grösseren gleich Null, in einer ein wenig 
kleineren Entfernung aber schon gleich einer enorm grossen 
Abstossung sein. Andere Kräfte sollen zwischen den mate- 
riellen Punkten der Kugel und der Vorrichtung nicht wirken. 
Die Distanz zweier benachbarter materieller Punkte soll 
sowohl in der Kugel, als auch in den beiden Flächen sehr 
klein gegenüber — a sein. Wir haben dann den Fall nach- 
geahmt, dass sich eine vollkommen glatte starre Kugel 
zwischen zwei Tollstftndig glatten festen FlAchen bewegt 
Der Schwerpunkt der Kugel, welcher mit ihrem Mittelpunkte 
zusammenfällt y mnss dann, wenn noch beliebige äussere 
Kräfte auf ihn wirken, eine solche Bewegung machen, dass 
er fortwährend auf der zwischen beiden Flächen in der 
Mitte liegenden Fläche bleibt, welche unveränderlich oder 
mit der Zeit in gegebener Weise veränderlich ist, je nach- 
dem diese Flächen es sind. Es wird also während der 
ganzen Bewegung zwisdien seinen Coordinaten eine Gleichung 
bestehen, welche im letzteren Falle die Zeit explicit enthält 
Will man die Bewegung eines einzigen materiellen Punktes 
darstellen, welcher gezwungen ist» auf einer Fläche zubleiben, 
so kann man sich alle Punkte der Engel bis auf den Mittel- 
punkt masselos' denken oder die Kugel durch einen einzigen 
materiellen Punkt ersetzen, auf den sehr grosse abstossende 
Erftfte wirken, wenn seine Entfernung yon irgend einem 
Punkte einer der Mftchen ein wenig kleiner als h wird. Die 
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Entfemung zweier Nachbarpuokte auf je einer der Flächen 
moss yerschwindend klein gegen b sein. 

Bilden die materiellen Punkte der Voiricbtang eine 
Böhre Ton ttberall gleidiem kreisfilnnigen Qneisclinitte, 
welehe die Engel oder den einen materiellen Punkt um* 
sehfiesBi^ ao erhalten m eine Maise, die gezwangen is^ noh 
aof einer Torgesohriehenen Onr?e zu hewegen; dann hestehea 
also idUirend der ganzen Bewegung zwischen ihren Coordi- 
naten zwei Gleichungen. 

Es yersteht sich von selbst, dass man mittelst der 
gleichen Hülfsmittel sehr verschiedene Fälle realisiren kann, 
wo sich materielle Punkte so bewegen, dass zwischen ihren 
Coordinaten während der Bewegung irgend eine Zahl von 
Gleichungen besteht, welche die Zeit explicit enthalten oder 
anch Yon ihr unabhängig sein können. 

Jede Bedingung des Systems, welcdie durch eine Gleichung 

77) <p(tyX^,yi'"\) — 0 

zwischen den Coordinaten x^, ... z^^ seiner materiellea 
Punkte darstellbar ist, welche die Zeit t exphcit enthalten 
kann oder nicht, wollen wir eine holonome Bedingung nennen. 
Ein System, welches nur holonomen Bedingungen unter- 
worfen ist, nennen wir ein holonomes System. 

Durch starre Verbindungen materieller Punkte können 
auch Gleichungen dargestellt werden, welche ausser den 
Coordinaten noch deren Differentiale in einer Verbindung 
enthalten, die einen nicht integrabeln Differentialausdruck 
darstellt. Wenn wieder a^, y^, . . . die Coordinaten der 
materiellen Punkte sind, so ist die einfiachste Form dieser 
Gleichungen die folgende: 

78) r dt + ^^dx^ + Vidy^ -{-,,, ^^dx^^ 0, 
wobei T, , r;j, . . . beliebige Functionen von i, x^, • • • 
sind und die Unke Seite keinen integrirenden Factor hat.^) 
Jede Bedingung, welche nur in dieser Weise darstellbar ist> 

0 Noch allgemeinere Formen, wie 
wollen wir auBschlieMen* 
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nennen wir eine nicht holonome und ein System, nnter 
dessen Bedingungen sich auch nnr eine nicht holonome be- 
findet, nennen wir ein nicht holonomes. 

Eine solche Gleichung würde sich ergeben, wenn sich 
eine starre Kugel, deren Oberfläche voll von ausserordent- 
lich vielen äquidistanten, sehr feinen Spitzen wäre, zwischen 
einer glatten und einer mit zahlreichen Löchern versehenen 
Fläche so bewegen würde, dass die Spitzen stets in die 
Löcher eingreifen, wodurch mit beliebiger Annäherung die 
Bedingung daigestellt werden könnte, dass eine feste Kugel 
gezwungen ist, auf einer festen oder Tcränderlichen Fläche 
sn rollen« Ob nicht holonome Bedingungen durch unser Bild 
andere, als in diesem Sinne mit beliebiger Annäherung dar- 
gestellt werden können, lasse ich dahingestellt 

In der Mechanik wird häufig auch der Fall betrachtet^ 
dass zwisdien den Coordinaten gewisser materieller Punkte 
nicht Gleichungen, sondern Ungleichungen bestehen. Sei 
q) (x, //, z) eine Function der rechtwinkeligen Coordinaten, 
X, y, X eines Punktes, welche auf einer geschlossenen Fläche 
(der Fläche F) gleich Null, innerhalb derselben < 0, ausser- 
lialb > 0 ist. Die Bedingung, dass für einen materiellen 
Punkt während der ganzen Zeit seiner Bewegung rjp (:c,2/,«)^ü 
sein soll, kann man dann dadurch darstellen, dass man ausser- 
halb der Fläche F eine andere Fläche G construirt, welche 
yon der Fläche F immer den senkrechten Abstand a hat 
und dicht mit materiellen Punkten besäet ist, welche alle 
auf einen anderen materiellen Punkt in einer Entfernung; 
die grösser oder gleich a ist, keine KnSt, in einer Ent- 
fernung aber, die nur wenig kleiner als a ist» sogleich eine 
ausserordentlich grosse Abstossung ausüben. Die Entfernung 
je zweier benachbarter materieller Punkte auf der Fläche 0 
soll dabei sehr klein gegen a sein. Wir haben dann eine 
undurchdringliche, vollkommen glatte Schale nachgebildet, in 
deren Innern sich eine materielle Kugel befindet. 

Es können also in Folge einseitiger Verbindungen Un- 
gleichungen bestehen, welche nur die Coordinaten der ver- 
schiedenen materiellen Punkte und eventuell auch die Zeit t 
explicit enthalten, also die Form 
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79) ^(<,aJi,yi ...«J^O 

haben. Wir nennen sie dann holonome Bedingungsunglei- 
cliungen. Die betreffenden Ungleichungen können aber auch 
die Differentiale der Coordinaten enthalten, ohne auf die 
Form 79) reducirbar zu sein (nicht holonome Bedingungs- 
ungleichungen), in welchem Falle wir uns auf solche be- 
schränken, welche in die Fona 

80) rdt'\'i,dx,+rj^dy, ...C^dx^^O 

gebracht werden können. 

Um die Mannigfaltigkeit der auf diese Weise construir- 
baren Modelle zu zeigen, wollen wir uns noch eine enorm 
grosse Zahl gleich beschaffener materieller Punkte denken, 
welche alle in der sehr kleinen Entfernung a und in grösserer 
IQntfenraiig nicht aafeinajider wirken, sich aber in ein wenig 
kleinerer Entfernung sofort sehr stark abstossen. AUe diese 
materiellen Punkte sollen durch irgend eine äussere Druck- 
kraft in einem Geftsse dicht aneinander gedrängt werden, 
so dass zwei benachbarte immer sehr nahe die Entfernung a 
haben. Sie werden sich dann wie winzig kleine, vollkommen 
glatte Sandkörner oder auch wie dieTheilchen einer reibungs- 
losen unzusammendrückbaren Flüssigkeit verhalten. Letztere 
können ja auch nur durch einen auf ilire Oberfläche wirkenden 
Druck an der vollständigen Verdunstung verhindert werden. 

Es kann nun sein, dass wir dieselben Gleichungen oder 
Ungleichungen nicht blos in einer, sondern in mehreren 
Weisen durch verschiedene Yorrichttingen erzielen können, 
z. B. die Ungleichung x* + z^^l dadurch, dass wir 
einen materiellen Punkt dmch einen nnansdehnbaren, aber 
Tollkommen biegsamen Faden mit dem fix gedachten Coordi- 
natenuiqpnmg yerbinden oder dass wir ihn in eine starre 
Hohlkngel einscidiessen. Wir werden sehen, dass die Be- 
weguugsgleichungen, welche wir aus dem mechanischen Büd 
erhalten, nur von dem Werthe der expliciten Eräflie und 
der Form der Bedingungsgleichungeu oder Ungleichungen 
abhängen, nicht aber davon, ob diese Gleichungen oder 
Ungleicliungen durch die eine oder andere Vorrichtung 
reaUsirt sind. In allen Fällen also, wo die Bewegung durch 
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die BeweguDgsgleicbungen, die Anfangslagen, die Anfangs- 
geschwindigkeiten nnd deren Bichtangen eindeatig bestunmt 
ifl^ kann sie nicht von der speciellen Art abhSDgeiiy wie diese 
Bedingungen mechanisch realisirt sind. 

Wenn wir im Folgenden Ton irgend welchen Bedingungen 
sprechen, so yerstehen wir daninter immer soldie, welche 
durch starre oder einseitige Verbindungen irgendwie realisirt 
werden können. Unter den dabei geltenden Bewegungs- 
gleichungen verstehen wir diejenigen, welche nach dem 
mechanischen Bilde aus diesen Verbindungen folgen. Man 
hat es als selbstverständlich betrachtet, dass fiir die Be- 
wegungsgleichungen nur die Beschränkung inaassgebend sein 
kann, welche die Bewegung durch die Bedingungen in der 
unmittelbar benachbarten Zeit er&hrt, sowie dass diese durch 
Belationen bestimmt ist, welche wie die Belationen 78) oder 
80) die Goordinatenznw&chse linear enthalten nnd worin die 
Coordinaten selbst als constant angesehen werden können. 
Man hat dann bewiesen, dass jede solche lineare Rektion 
zwischen den Ooordinatenzuw&cÄiisen durch staire nnd ein^ 
seitige Verbindungen hergestellt werden kann, dass also be- 
liebige Bedingungen durch allerdings mit der Zeit wechselnde 
starre und einseitige Verbindungen mit passend gewählten 
materiellen Punkten ersetzt werden können. Wir wollen je- 
doch hierauf nicht näher eingehen und nicht näher prüfen, 
ob es möglich ist, alle denkbaren Gleichungen und Un- 
gleichungen zwischen den Coordinaten in dieser Weise zu 
reaiisiren; für uns exisüren nur solche Bedingungen, die wir 
in dieser Weise reaiisiren können. Ebenso wenig können 
und wollen wir einen Beweis liefern, dass sich in der Natur 
Körper, welche während ihrer Bewegung solchen Bedingungs- 
gleichungen unterworfen sind, nach den aus unserem Bilde 
folgenden Gesetzen bewegen. Zu prüfen, in wie weit dies 
der Fall ist» ist Sache der Eiq[>erimentalphjsik. 

§ 34. Begriff der ezplioiten, ▼erloreoen Kralt, der TOtuellea 

Yersohiebnag, ete. 

Wir wollen nun die Gleichungen für den allgemeinsten 
Fall ableiten, welcher durch unser Bild dargestellt werden 
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kann. Es sei ein System yon n materieUen Punkten ge- 
geben, Ton denen beliebige starr oder einseitig nntminander 
oder . mit anderen materiellen Punkten yerbunden sind^ 
welche letztere entweder fix sind oder sich irgendwie in 
Yorgeschriebener Weise im fiaume bewegen. 

Die SjAfke, welche Ton diesen Verbindungen herrtthren, 
nennen wir die Verbindungskräfte. Ausserdem können noch 
beliebige der n materiellen Punkte, die nicht starr verbunden 
sind, untereinander Centrikräfte ausüben (die inneren expli- 
citen Kräfte) oder es können beliebige andere {v) materielle 
Punkte vorhanden sein, welche beliebige Centrikräfte auf 
irgend welche der n materiellen Punkte ausüben (die äusseren 
ezpUciten Kräfte). Wir nennen alle diese Kräfte die ezpli* 
citen Kräfte, wdl sie nicht yon den starren oder einseitigen 
Verbindungen der n Punkte untereinander oder mit den 
Punkten herrühren.^) 

. Die Veibindungen können wir immer durch gewisse 
Gleichungen oder Ungleichungen zwischen den Coordinateii 
der n materiellen Punkte ersetzen, welche wir die Bedingungen 
des Sjrstems nennen« 

Wir bezeichnen nun mit m^^ die Masse irgend eines 
unserer n materiellen Punkte (des Äten), mit Xj^, y^, dessen 
Coordinaten zur Zeit /, mit jr,^ l)^, j^, die nach den Coordi- 
natenrichtungen geschätzten Componenten der Resultirenden 
aller Verbindungskräfte, sowie mit X^, Y^, Zj^ die ebenso ge- 
schätzten Componenten der Resultirenden aller expliciten 
Kräfte, welche zur Zeit t auf diesen materiellen Punkt 
wirken. Dann erhalten wir nach 13) folgende Gleichungen; 



*) Die expliciten Krfifte fallen natürlich mit den imBereu jto- 
ftUs die n materidleii Pimkte kdne andeien Kilfts als die 
Yerbindmigakrifle anftiiiaader ane&ben, d.h. fiUs s?riMlien ihaen 
keine anderen Centrikrifte ala dicgenigen tliätig sind, welche die Ver- 
bindnngBgleichmigen erhalten, z. B. wenn es die Theilchen eines ein- 
zigen oder mehrerer nicht aufeinander femwirkender flsater oder 
tropfbar flüssiger Körper sind. 



81) 




= + 9». 
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Theils um das Verständniss anderer Schriften, wo diese 
Bezeichnungen gehraucht sind, zu erleichtem, theils weil 
wirklich eine anschauliche Terminologie der Auffassung 
wesentlich zu Hülfe kommt, wollen wir noch folgende Be- 
zeichnungen einführen: Die Summe (natürlich Vectorsunune) 
der ezplioiten nnd der Verbindnngakrftfte^ welche anf einen 
Punkt wirken» nennen wir die Totalkraffc anf diesen Ftinkt 
Die Gomponenten der anf einen Ftokt des Systems wir- 
kenden Totalkraft in den Goordinatenrichtimgen sind also 
die Ausdrucke 81). Sie sind gleich den mit der Masse des- 
selben multipHcirten entsprechenden Gomponenten der wirk- 
lich eintretenden Beschleunigung dieses Punktes, was selbst- 
yerständlich ist, da ja die Totalkraft die Summe aller Kraft« 
darstellt, die überhaupt auf den betreffenden Punkt wirken. 

Dagegen fallen die wirkhchen Beschleunigungen nicht 
mit denen zusammen, welche durch die expUciten Kräfte 
allein bewirkt würden. Wir stellen uns da yor, dass durch 
die Verbindungen ein Theil der ezpliciten Kräfte für die 
erzeugte Beschleunigung verloren geht. Dieser Theil der 
«qiliciten Ei&fte, welcher fOr die wirklidie Beschleunignng 
Yeiloren geht und nur den Widerstand der Verbindungen 
ftberwindet, soll als die yerlorene Kraft bezeichnet werden. 
Die yeilorenen Kräfte sind also gleich, aber gerade ent- 
gegengesetzt gerichtet den VerbindungskrSften, da sie von 
letzteren aufgehoben werden. 

sind also die Gomponenten nach den Coordinatenrichtungen 
von derjenigen Kraft, die von der auf wirkenden expli- 
citen Kraft verloren geht Wenn man von der expliciten 
Kraft, deren Gomponenten y^, sind, die allein zur 
Wirksamkeit kommende Totalkraft, deren Gomponenten 
f/>> + '^)h' ^ ^ hh suid, abzieht, so erhält man das, 
was durch die Verbindungskr&fte verloren geht, also die 
Ausdrücke 82). 

Femer wollen wir im Gtegensatz zur wirklichen Be- 
schleunigung irgend eines materiellen Punktes, welche in 
der Absdssenrichtung die Compouente 
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hat, diejenige^ die derselbe materielle Punkt; wenn keine 
Verbindungen vorhanden w&ren, dureh die ezplioiten Eittfte 
allein erhalten h&lte^ die ezplidte Beachlennigong nennen. 
Ihre Flrojection auf die Ahsoissenriohtang ist 

84) ^X. 

Durch die Verbindungen wird die explicite Beschleunigung 
auf die wirkliche reducirt. Was dabei verloren geht, also 
die durch die Verbindungskräfte verlorene Beschleunigung 
erhalten wir, wenn wir von der expliciten Beschleunigung 
die wirkliche abziehen, so dass also 

86) - X - — (X + r ) = _ -L r 

die Componente der verlorenen Beschleunigung des Punktes mj^ 
in der Abscissenrichtung ist Dieselbe ist wieder gleich, aber 
entgegengesetzt gerichtet als die durch die Verbindongski^Ülbe 
allein erzeugte Beschleunigung. 

Die Gomponenten X^, 7^, der ezpüciten Kräfte 
setzen wir als gegeben voraus , die der Verhindungskr&fte 
l^hy hh werden wir im folgenden Paragraphen eliminiren. 
Zu diesem Zwecke fassen wir die Lage sämmtlicher materieller 
Punkte zu irgend einer Zeit t ins Auge und denken uns jedem 
Raumpunkte, wo sich irgend einer der n materiellen Punkte 
zur Zeit t befindet, eine ganz beliebige, unendlich kleine Ver- 
schiebung ertheilt. Die Coordinaten a-^, ?/^, des Kaumpunktes, 
wo sich zur Zeit < der Äte materielle Punkt befand, sollen dabei 
um Sxf^, Syj^fözj^ wachsen. Alle diese Goordinatenzuwächse 
sollen nur der einen Bedingung unterworfen sein, dass sie 
den Bedingungsgleichungen und Ungleichungen des Systems 
zur Zeit t genttgen, in denen jedoch die Zeit t, insofern sie 
ezplidt darin Torkonunt^ als constant zu hetraditen ist Die 
so erhaltenen Bedingungen des Systems müssten also erfüllt 
bleiben, wenn jeder materielle Punkt wirklich von dem Baum- 
punkte, wo er zur Z^t i ißt, nach deijenigen Stelle yersetzt 
würde, wohin dieser Raumpunkt Terschoben wurde. 

Wir wollen alle möglichen unendlich kleinen Verschie- 
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bungen, welche dieser einen Fordenmg genügen^ virtuelle 
Verschiebungen nennen. Dieselben sind durchaus nicht zu 
Tenrechseln mit den Verschiebimg^ welche die matoiieUeii 
Punkte wiridich wfthrend des auf die Zeit i folgenden Zeit- 
difierentiales di erleiden. Letstere nennen wir die wiilc« 
liehen Verschiehnngen wShrend der Zeit dt Die Zuwftchsc^ 
welche in Folge der letzteren Verschiebungen die Coordi- 
naten des hten der n materiellen Punkte erleiden, bezeichnen 
wir mit dxj^, dy^, dXf^ und nennen sie clie Dili'erentiale der 
Coordinat^n zum Unterschiede Ton öx,^, Syj^, Szj^f welche 
wir die Variationen der Coordinaten nennen. 

Wenn die materiellen Punkte, welche wir die ^ mate- 
riellen Punkte nannten, welche wir also zur Realisirung der 
Bedingungen des Systems benutzten, fix im Baume sind, 
mit anderen Worten, wenn die Bedingungen des Systems 
mit der Zeit unveränderlich sind, so müssen die Differentiale 
denselben Bedingangen wie die Variationen genttgen. Es 
kennen also die Variationen auch gleidi den Difierentialen 
gemacht werden, aber der erstere Begriff ist Tiel aUgemeineri 
indem er überhaupt aUe möglichen nnendlich kleinen Zu- 
w&chse umfasst, welche den Bedingungen genügen, wShrend 
der letstere nur diejenigen speciellen Znwftehse ansdrftck^ 
welche während der Zeit d t wirklich eintreten. Wenn da- 
gegen die Bedingungen des Systems die Zeit explicit enthalten, 
so sind überhaupt im Allgemeinen die Bedingungen für die 
Differentiale andere als für die Variationen. Fassen wir eine 
holonome, die Zeit explicit enthaltende Bedingung ins Auge, 
die sich durch die Relation 77) oder 79) ausspricht Dann 
müssen die yarürten Coordinaten ^ + ^^a' + ^^a' + ^ ^ 
noch immer der Bedingung genügen, welche zur Zeit t be- 
steht, wogegen die der Zeit t-^-dt entsprechenden Goordi- 
naten + dxJ^, y + dy^^, Xj^ + dxj^ der Bedingung genügen 
müssen, welche zur Zeit i-^-di besteht Man hat also, falls 
die Function ^ für die betreffenden Werthe der Variabeln 
differentürbar ist: 

A = l 



Digitized by Google 



aL8t-89^} IV. §84. Viitndle Yendhiebimgeii. 127 



wogegen man fUr die Differentiale die Belaü(m hat: 

hml 

Es gilt das blosse Gleichheitszeichen oder beide Zeichen, 
je nachdem die Relation durch 77) oder 79) definirt ist. 
Bei einer nicht holonomen Bedingung müssen die DiÖ'e- 
rentiale eine Relation von der Form 78) oder 80) erfüllen. 
Wenn man darin t constant setzt, so erhält man die zwischen 
den Tariationen bestehende Belation. Letztere ist also 

hml 

wobei natürlich wieder das Gleichheitszeichen der Relation 78), 
beide Zeichen der Relation 80) entsprechen. Die Relationen 86) 
nnd 87) sind tlbiigens nur specieUe Fälle der Belätionen 80) 
und 88]^ die man erhält, wenn man dann 

setzt. Natürlich sind die Relationen 86) und 87) nicht 
gleichbedeutend mit der Relation 79), da aus letzterer die 
Gültigkeit der ersteren Relationen nur folj^t, wenn die Aus- 
gangswerthe der Coordinaten die Gleichung 77) befriedigen. 
Wenn das Ungleichheitszeichen gilt, so sind auch andere 
Ansgangswerthe möglich und dann besagt die Relation 79) 
gar nichts über die Differentiale oder Variationen. £s wäre 
auch m(^lifih, dass eine nicht hol(Hiome Belation Tön der 
Form 80) nur im Falle des Bestehens gewisser Gleidinngen 
zwischen den Coordinaten gill^ z. B. nnr so lange ein fester 
Körper eine gewisse Flftche berOhrt» die er nach einer Seite 
yerlassen kann. Eine virtaelle Verrilckung des Systems ist 
in jedem Falle jede unendlich kleine Yerrftckiing desselben, 
bei welcher die Verschiebungen aller n Punkte des Systems 
allen, durch irgend welche Bedingungen desselben vor- 
geschriebenen Relationen 86) oder 88) genügen. 
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§ 35. Ifatliematisclier Ausdrnck des Princips der virtuellen 

Yencliiebnngeii. 

Eb seien nun Sx^, 8y^ ... die irgend einer TirtuelleD 
VerriLckang des Systems entsprechenden Goordinatenzai?ftdue. 
Wir multipliciren von den Gleiohungen, welche wir ans 81) 
«rhalteni wenn wir A v 1 Betsen, die erste mit die 
zweite mit bff^, die dritte mit ebenso von den Glei- 
ehnngen, die wir ans 81) erhalten, wenn wir A » 2 setzen, 
die erste mit dx^, die zweite mit Sy^t die dritte mit Bz^ iu8.£ 
bis znr letzten. Indem wir dann alle so erhaltenen Glei- 
chuugeu addiren, folgt: 



90) 



A = n 



Es sei nnn ein zweiter mäterieUer Punkt, mit 
welchem der materielle Ponkt mit der Masse starr oder 
einseitig yerbunden ist, x^, y^^j seien die Ooordinaten des 

zweiten materiellen Punktes, r^j^ die Entfernung beider mate- 
rieller Punkte, fn^{r^^ die vermöge der starren oder ein- 
seitigen Verbindung zwischen ihnen wirkende Kraft, Danu 
liefert diese Kraft in die rechte Seite der Gleichung 90), je 
nachdem der Punkt den Punkten oder den /x Punkten 
angehört, drei oder sechs Addenden, deren Summe jeden- 
falls gleich 

ist, wobei Stj^j^ der Zuwachs der Entfemnng tj^ in Folge 
der virtuellen Verschiebungen ist. Es ist ja 

Der Ausdruck 91) gilt unverändert, ob der materielle Punkt 
ebenfalls den n materiellen Punkten oder ob er den fi mate- 
riellen Punkten angehört; denn in letzterem Falle ist ein&oh 
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Sxj^ 8 dffj^i^ SiHn = 0, da die yirtaellen Vdrsohiebusgen ohne 
Aendemng der Bedingniigsgleicliungeii, also ohne Aende- 
rnng der Lage der fi materiellen Punkte vorzunehmen sind. 
In letzterem Falle liefert die betreffSende Verbindiuigskraft 
nur drei Addenden in die rechte Seite der Gleichung 90). 

Wenn nnn die beiden materiellen Punkte mj^ und m^^ 
starr miteinander yerbunden sind, so müssen die Verschie- 
bungen, damit sie yirtaell seien ^ so ge^^^t Verden, dass 
dabei die Entfernung der beiden Punkte unverändert bleibt, 
also Svf^j^ = 0 ist. Dann reducirt sich also der Ausdruck 91) 
auf Null. Sind alle Verbindungen starr, so reduciren sich 
daher für jede Verbindung zweier der n Punkte je sechs 
Glieder, für jede Verbindung eines der 7i Punkte mit einem 
der fjL Punkte aber je drei Grüeder der rechten Seite der 
Gleichung 90) auf NuIL Es ist also dann die gesanunte 
rechte Seite dieser Gleichung Null.^) 

Für einseitige Verbindungen zweier materieller Punkte 
sind zwei Ffille möglich. 

1. Die zwischen bdden Punkten wirkenden Kräfte lassen 
keine Yerkleinenmg der Entfernung derselben zu, ohne sich 
ihrer Yergrössemng zu widersetzen. Dann kann ^e zwischen 
den Punkten wirkende Kraft f},j,{rj^j^ nicht anziehend, also 
nicht negativ sein. Aber auch die Entfernung der Punkte 
kann nicht abnehmen, auch Sr^^j^ kann nicht negativ sein^ 
der Ausdruck 91) kann daher nicht negativ, er kann nur 
gleich Null oder positiv sein. 

2. Die Kraft verhindert nur die Vergrösserung der Ent- 
fernung, dann , kann sie höchstens anziehend, niemals ab- 
stossend sein, kann also keinen positiven Werth haben und 
auch Stj^j^ kann nicht positiv sein. Das Froduct 91) ist also 
wieder entweder gleich Null oder positiv^ niemals negativ. 
Denn damit es negativ wSre, mflsste noihwendig ein Factor 
negatiT, der andere aber positiv sein. Daraus fi)lgt, dass 
wenn unter den Verbindungen einsdtige sind, die rechte 

') Das im Texte Gesagte gilt für exaet staire Verbindungen 
xnathematisch exaet, physikaliBch aber gilt es nur angenähert. So ist 
hervorzuheben, dass die Entstehung von unsichtbaren Schwingungen 
der Punkte gegeneinander aus unserem Bilde sogar vorauszusehen ist 
BoltsmanD, Mfichanik L 9 
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Seite der Qleiohiiiig 90) jedesmal nur gleich Noll oder positi?, 
niemals negatiT sein kann, also 

»2) ii^^»^"^ ^^^^ + SO. 

Dasselbe muss daher auch Ton der Unken Seite gelten und 
wir erhalten: 

wobei für durchaus starre Verbindungen das Gleichheits- 
seichen , für einseitige das Gleichheits- oder UngleichheitB- 
zeichen gilt. 

Wir wollen das dnroh diese Gleichnng ausgesprochene 
Prindp das der mtnellen Versehiebnngen nennen , indem 
wir diesen Namen in etwas allgemeinerem Sinne als La- 
grange gebrauchen und Yerallgemeinernngen, die durch 

Fourier, Gauss und durch Beiziehung des d'Alembert'- 
schen Princips daran augebracht wurden, unter diesem Namen 
mitbegreifen. 

Wenn mehrere einseitige Verbindungen bestehen, so 
kann es geschehen, dass jede virtuelle Verrückung des Systems, 
sobald man das Zeichen sämmtlicher Variationen der Coordi- 
naten verkehrt, ohne deren Absolutwerth zu ändern^ wieder 
in eine Tirtuelle Verrückung übergeht, dass immer die ent- 
gegengesetzte VerrUekung auch virtuell ist Dann muss in 
allen Bedingungen blos das Gleichhettsseichen gelten» da 
ja ihre Biohtigkdt durch XJmkehrnng der Zeichen aller 
Yariationen nicht alterirt werden dai£ Dann muss aber audi 
in der Belation 93) wie im Falle lauter starrer Verbindungen 
immer das Gleichheitszeichen gelten, da der Ausdruck links 
auch fiir keine virtuelle Verrückung positiv sein kann ; denn 
er wäre sonst für die virtuelle Verrückung, die dieser ge- 
rade entgegengesetzt ist, negativ, was nach dem allgemeinen 
Principe unmöglich ist. Ein Beispiel hierfür haben wir, 
wenn eine starre glatte Kugel zwischen zwei starren glatten 
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Flächen eingeeoMossen ist^ deren Abstand überall gleich dem 
Kngeldurchmesser ist Sie dfliite sich dann Ton jeder der 
Fl&chen beliebig entfernen, kann es aber nicht yermöge des 
Widerstandes der gegenüberliegenden Fl&che. 

Da ^i$h ^ ^ + + i* ^ ^ bei der betreffenden 

VeEr&ckimg von den VerbindnngBkiftften geleistete Arbeit 
ist^ so kann man sagen: f&r jede TirtaeUe Verrückiing kann 
die Arbeit der Ton den Verladungen henrülirenden Erftfte^ 
wenn lauter Gleichungen bestehen, nur gleich Null, wenn 

auch Ungleichungen bestehen, nur gleich Null oder positiv 
sein.^) Wenn die Bedingungen die Zeit nicht explicit ent- 
halten, also von der Zeit unabhängig gelten, so muss die 
wirkliche Verschiebung während der Zeit dt mit denselben 
Bedingungen verträglich sein, wie die virtuellen Verschie- 
bnngeni also ein specieller Fall der letzteren sein. Es 
muss daher die Arbeit der Yerbindungskräfte auch filr die 
wirkUchen Yersohiebnngen die obigen Bedingungen erfiillen. 
Eine fixe starre ^tte Böhre kann auf eine genau hinein- 
passende starre glatte Kugel keine Arbeit ttbertragen, noch 
Ton ihr emp&ngen. Aendert sich aber die Lage der Mittellinie 
mit derZeiti so kann auf die Kugel Arbeit übertragen werden« 
üebrigens kann auch beim Vorhandensein yon mit der Zeit 
unveränderKchen Ungleichungen nur während einer unend- 
lich kurzen Zeit der Bewegung eine unendlich kleine Arbeit 
übertragen werden, da sich ja hierbei der einseitig gebundene 
materielle Punkt dann sogleich von der Vorrichtung entfernt. 

>) Der Arbeit der VerbindmigBkrSfke gleich^ aber entjgegengesetit 
bewiduiet ist die der verlorenen Kräfte, deren Componenten wir ja 
gleich - jth, - t^f — ^ fanden. Die Bdation 92) besagt daher, daes 

die Arbeit der letzteren beim Uebergange von der wirklichen zu einer 
anderen möglichen Bewegung nie positiv sein kann. Da Kräfte jede 
Bewefi;ung zu erzeugen streben, bei der sie positive Arbeit leisten, 
so kann man auch sagen, die wirkliche Bewegung geschieht so, dass 
es keine andere mögliche giebt von der Beschaffenheit, dasa die ver- 
leranen Kxttfte den üebeigang von der wiridichen m jener mögliehen 
anstrebten. Im Falle des Oleichgewiebtes s. B. gehen alle explidten 
Erfifte verloren nnd dieses kann nur bestehen, wenn dieselben kehie 
mögliche Bewegung anstreben, wenn sie bei keiner möglidien Be- 
wegung poeftire Arbeit leisten. 

9* 
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Man könnte sich versucht fühlen, es als a priori evident 
hinzastellen, dass die Arbeit der Widerstandskräfte, welche 
gewisse Bedingungen aufrecht erhalten, bei jeder diesen Be- 
dingungen nicht widersprechenden Bewegung gleich Null sein 
müsse. Allein in dieser Allgemeinheit wftre diese Behauptung 
sogar unrichtig; denn die Widerstandskr&fte können ja mit 
Beibung yerbunden sein, welche Arbeit Teizehrt Man müsste 
daher den Satz auf reine Widerstandskr&fte, d. h. auf solche 
, beseluAnken, die ausser der Herhaltnng gewisser Bedingungs- 
gleichungen keine Wirkung haben. Da man die Abwesenheit 
anderer Wirkungen kaum anders als durch die Abwesenheit 
von Arbeit bei mit den Bedingungen verträglichen Bewegungen 
definiren kann, so wäre es am besten einfach zu sagen, man 
verstehe unter reinen Widerstandskräften solche, bei denen 
diese Arbeit fehlt Diese rein negative Definition ist natür- 
lich die allgemeinste, giebt aber keine Vorstellung von der 
Art der Wirksamkeit dieser Kräfte. 

Bezeichnet man mit Pj^ die Hesultirende aller expU- 
citen Kräfte, die auf den materiellen Punkt wiiken, und 
mit SlJ^ die Verschiebung ihres Angri&punktes, so dass 
Xj^f Yj^f Zj^ und ^0^, dffj^, die P^jectionen Ton Pj^ und 
auf die Goordinatenrichtnngen sind, bezeichnet man femer 
mit 8pj^ =s ^i^co8(P,,,^/J und L^^ = P^co8(P^,^y die Com- 
ponente von in der Richtung 1\ und von in der 
Bichtung Ölj^, so ist 

94) ( SV»'*'^ + + ^**») - 2^»'*'»eo»(^».*ü 

Die Projection dp^^ ist podtir oder negativ zu nehmen, je 
nachdem sie in die Bichtung Yon Pj^ oder in die entgegen- 
gesetzte iSMt Analog bestimmt sich das Zeichen Ton I^. 
Aehn^i'^b k«"»i> 

ausgedrückt werden, wenn man den Absolutwerth der Be- 
schleunigung, ihre Componente in der Bichtung der Ver- 
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sohiebnng mid die Projeotion der letzteren auf die Bichton{t 
der Beschleiiiiigiiiig emführt 

Den Fall, dass ein l^ystem anfimgs ruht nnd nnter denk 
EinflüBse der darauf wirkenden Krafte dauernd in Buhe 

bleibt, nennt man den des Gleichgewichtes im Ruhezustände. 

Für diesen verschwinden alle Beschleunigungen und man 
erhält aus 93) 

95) ^(^» * + Y^äs^+Z^d^^^O 

oder nach 94) 

oder 

§ 36. Lagrange's Beweis des Prindps der virtuellen 

Verschiebungen. 

Dem Bestreben, die Unabhängigkeit des Fxinoips der 
▼irtneUen Yerachiebnngen von irgend einer Ansicht über 
die i^ere Natnr der ErSfte zu zeigen, verdankt der alte 
Uassisohe Beweis Lagrange's seine Entstehung. Man denkt 
sich da an den Angriffspunkt der ersten Kraft P^, welche 
auf irgend ein beliebigen Bedingungen unterworfenes System 
wirkt, einen vollkommen glatten Kmg befestigt und in 
der Richtung der betreffenden Kraft eiuen zweiten ebenso 
glatten Ring 5^ fix im Räume vorhanden. Ebenso befestigt 
man an dem Angriffspunkte der zweiten Kraft P., den Ring 
und legt ffx im Räume in die Richtung der zweiten Kraft 
den Ring u. s. £ 

Wir können mit beliebiger Annäherang voraussetzen, 
dass die Intensitäten sfimmtlicher Kräfte das gemeinsame 
Maass q haben, wenn wir dasselbe genügend klein wfihlen. 
Es sei 

P^iBt^q, P, » 9I| 9, • . . 

Man befestigt nun an dem Ringe das eine Ende eines 
unendlich biegsamen glatten Fadens, zieht diesen hierauf 
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durch Ry, dann durch S^, dann wieder durch etc., bis 
2 Fadentheile die beiden Binge i2| und 8i Terbinden* 
Der letzte dieser Fadenthefle geht durch £^ nnd wird von 
dort durch S^f dann durch B^, dann wieder durch 8g etc. 
gezogen, bis wieder zwischen und 8^ im Gfanzen 2ng 
Fadenstficke gezogen sind. Nun ftlhrt man den Faden 
nach iSg u. s. f., bis man den letzten fixen Ring mit dem 
letzten bewegliclicn durch eine entsprechende Anzahl von 
Fadentheilen verbunden hat, worauf man das andere Ende E 
des Fadens aus dem letzten Ringe heraushängen lässt. Auf 
dieses Ende wird schliesslich mit der Hand der Zug 
ausgeübt 

Da der absolut biegsame und glatte Faden üi allen 
Theflen dieselbe Spannung besitzt, so üben alle Fadentheüe 
auf alle beweglichen Ringe und durch diese auf die An- 

grifiispnnkte aller Kräfte dieselbe Wirkung aus, wie die ur- 
sprünglich gegebenen Kräfte. Man kann daher das ursprüng- 
lich gegebene Kraftsystem weglassen und seine Wirkung 
durch jene Fäden ersetzen. 

Es soll sich nun der Angiiffopunkt der ersten Kraft 
nnd mit ihm der Bing um das unendlich kleine Stück 
Slj^ Terschieben, dessen FTojection auf die Richtung der 
Kraft P| gleich Sp^^ sei, welche Grösse wir mit positiren 
Zeidien Torsehen, wenn sie in die Richtung der Kraft 
fällt) mit negativem, wenn sie in die entgegengesetzte Rich- 
tung fällt Durch die Verschiebung des Ringes verkürzt 
sich jeder der zwischen nnd gespannten Fäden um 
ein Stück, welches mit Vernachlässigung von unendlich 
Kleinem höherer Ordnung gleich Sp^ ist, alle zwischen 
und gespannten Fäden zusammen verkürzen sich daher 
um das Stück 2 /ij öp^ ; das negative Zeichen von d p^ würde 
eine Verlängerung bedeuten. Da dasselbe von allen übrigen 
Fadenstücken gilt, so ist die gesammte Verkürzung aller 
dieser Fadenstücke und daher auch, da wir den Faden als 
unausdehnbar Toraussetzen, das Stück, um welches das Ende M 
weiter aus dem letzten fixen Ringe heraustritti gleich 

98) 2n^dp^ + 2ngiipg + ... 
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Wenn anfangs alle Ringe ruhen und irgend eine Ver^ 
schiebang der Eiuge möglich ist, bei welcher diese Grösse 
poflitiT isl^ bei welcher also das Fadenende E wirklich weiter 
aus dem fixen Binge heraustritt, so wird diese sicher durch 
die Kraft welche wir darauf anettben» bewirkt werden. 
Ghleiohgewicht kann daher nur bestehen, wenn der Aus- 
druck 98) für keine mögliche Verschiebung positiT ist Dieser 
Ausdruck wird aber durch MultipHcation mit der wesentlich 
positiven Grösse mit der linken Seite der Belation 97) 
identisch, wodurch diese Relation für den Fall des Gleich- 
gewichtes und der Ruhe bewiesen ist. 

Dieser Beweis charakterisirt die geniale Einfachheit und 
Anschaulichkeit der alten Schlussweise, aber auch deren 
Mängel. Dass die Glieder zw^eiter Ordnung nur auf die Stabi- 
lität oder Labilität, nicht auf das Gleichgewicht selbst von 
Einfluss sind, resp. dass erst nach unendHdi langer Zeit eine 
Bewegung eintritt, wenn hlos Verschiebungen möglich sind, 
bei denen das Fadenende E eine Senkung erfährt^ die un- 
endlich klein höherer Ordnung ist, wird als selbstverständ- 
lich angenommen; ebenso die Gesetze der Fadenspannung 
und des Gleitens, sowie dass die Wirkongsgesetze der Er&fte 
immer dieselben sind, ob diese von dem Zuge von Fäden oder 
von anderen Ursachen herstammen und dass sie so allgemein 
gelten, dass die Heranziehung hehebiger idealer Fälle wie 
absolut glatter und biegsam^er Schnüre uube dingt erlaubt ist. 
Alle diese Gesetze galten damals als w^eit sicherer, als das 
Princip selbst. Der Beweis der Relation 93) für den Fall der 
Bewegung wird dann durch eine ebenfalls nicht ganz oinwurfs- 
freie Begründung des d'Alembert' sehen Princips vermittelt 
üeber das d'Alembert' sehe Prindp vergL §§ 72 und 73. 

§ 87. Ein materieller Punkt ist gezwungen, auf einer 

Fläche zu bleiben. 

Diesen Fall wollen wir zunächst als das einügtohste Bei- 
spiel für die in den beiden vorigen Paragraphen erörterten 
Sätze behandeln. 

Sei m die Hasse des materiellen Punktes ; x^y^x dessen 
Goordinaten zur Zeit U Unter den expliciten oder äusseren 
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Kräften haben wir alle auf den materiellen Punkt wirkenden 
Kräfte zu verstehen mit Ausnahme der Kräfte, welche von 
der Vorrichtung ausgehen, die ihn zwingt, auf der betreffen- 
den Fläche zu bleiben. Die Summe der Componenten der 
äusseren Kräfte in der Abscissenrichtung sei X; die gleiche 
Bedeutung habe Y und Z für die beiden anderen Ooordi- 
nateniichtungen. Femer sei 

99) ^ix,y,z,t)=-0 

die Gleichung der Fläche, auf welcher zu bleiben der mate- 
zielle Punkt gezwungen ist und deren Gtostalt mit der Zeit 
Teribiderlich sein kann. Wir schliessen zunächst den Fall 
aus, dass an der Stelle A, wo sich der materielle Punkt 
gerade befindet, zur betreffenden Zeit die Function <p un- 
differentürbar ist oder dass alle drei partiellen Ableitungen 
derselben nach den drei Ooordinaten gleichzeitig verschwinden. 
Dann wird die Function cp für Punkte, die der Fläche auf 
der einen Seite sehr nahe anliegen, > 0, auf der anderen 
< 0 sein. Wir wollen die erste Seite die positive, die letztere 
die negative nennen. 

Es erfahre der materielle Punkt eine beliebige unend- 
lich kleine Verschiebung, wobei seine Coordinaten x, z 
die beliebigen unendhch kleinen Zuwächse §x, Sy, Sz er- 
leiden sollen. Als Bedingung, dass die Verschiebung eine 
virtuelle sei, erhalten wir nach 86), wo jetzt das Gleichheits- 
zeichen gilt^ da es auch in 99) gilt^ die Gleichung: 

100) ^äx + ytäy + ^ä.^O. 

Da die jeder möglichen Verschiebung entgegengesetzte 
Verschiebung ebenfalls virtuell ist, so gilt auch in Relation 93) 
das Gleichheitszeichen, welche sich daher auf 

reducirt Hier sind von den drei CoordinatenyariatLonen 
dxj Syj $» zwei ToUkommen willkOrlich. Hat man aber 

für diese beiden bestimmte Werthe angenommen^ so ist der 
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Werth der dritten durch die Gleichung 100) bestimmt. Man 
Teifährt nun folgendermaassen: man mnltiplicirt die Giei- 
ehimg 100) mit emem passend zu bestimmenden Factor — X 
und addirt sie zur Gleichung 101). Die so gebildete Glei- 
chnng vollen wir als die Gleichung 102) bezeidmen nnd 
sie der Banmerspamiss halber gar nicht anschreiben. 

Man kann nnn die GrOsse X so wählen, dass in der 
Gleichung 102) die Variation einer derCoordinaten, z. B. Sx,^) 
den Coefficienten Null erhält, d, h. man bestimmt Ä durch 
die Gleichung 

103) + 

Dann entfällt in der Gleichung 102) das mit Öx multi- 
plicirte Glied vollständig. Die Gleichung 102) muss nun 
bestehen, wenn man Sz — 0 und Sy von NuU verschieden 
annimmt Es muss also der Ooefhcient von Sy in derselben 
Terschwinden und aus einem analogen Grunde muss auch 
der Goefficient Ton ^» verschwinden, so dass man noch die 
beiden Gleichungen 

erhält 

Wir haben nebst den drei Coordiuateu x, y, x, des 
materiellen Punktes noch eine vierte Unbekannte k ein- 
geführt. Wir haben aber auch vier Gleichungen 99), 103) 
nnd die beiden Gleichungen 104). Die vier Unbekannten 
können aus diesen vier Gleichungen im Allgemeinen als 
Functionen der Zeit bestimmt werden. Zu diesem Behufe 
müssen ausser der Gleichung der Fläche zu jeder Zeit (also 
der Function (p) und den äusseren Kräften auch noch die 
Aniangswerthe der Coordinaten und der Oomponenten der 



*) Falls d^ldmmO wiie, so wire fidb aneh d^/dy » 0 
wiie, 9% Bfcstt 9x *a wihleii, damit nicht X unendlieh oder imbe- 
stimmt wQrde. Nur wenn die partiellen Ableitungen des q> nach 
allen drei Coordinaten verachwinden würden, wftre die Methode nicht 
enwendhar, veigL g 39. 
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Geschwindigkeiten des materiellen Punktes in den Goordi- 
natenhchtungen gegeben sein. 

Zur Bestimmimg dieser sechs Anfangswerthe reichen 
Tier Variable aus^ da zwischen ihnen zwei Gleichnngen be- 
stehen. Zunächst mnss auch zwischen den Anfangswerthen 
der Ooordinaten die Gleichung 99) bestehen. Da ferner diese 
Gleichung ebenso zur Zeit i + di bestehen muss, so hat 
man nach 87) zu jeder und folglich auch zu Anfang der Zeit 
die Gleichung 

lAfcX dq>,dq)dx d(fdy dq)dx f. 

105) -ä7+ ö¥"dT+ 07^+0^^"" 

Der Anblick der Gleichungen 108) und 104) lehrt» dass 
die Bewegung genau so geschieht, als ob der materielle 

Punkt vollkommen frei wäre, aber nebst den äusseren 

Kräften noch eine Kraft auf ihn wirken würde, welche in 
den drei Coordinatenhchtungen die Gomponenten 

106) i = xj^. 9-a||-. 4-142- 

hat. Dies ist also die Kraft, welche die Vorrichtung auf 
ihn ausübt, die ihn zwingt, auf der betreffenden Fläche zu 
bleiben. Auf diese Kraft reduciren sich in diesem Falle 
die Verbindungskräfte. Wir wollen sie kurz den Widerstand 
der betretenden Fläche oder der Vorrichtung nennen. 

§ 38. Biehtong der Widentandskraft. 

Wir wollen nun im Punkte Ä der Fläche, wo sich der 
materielle Punkt zur Zeit t befindet, eine Normale an die 
betreffende Fläche nach derjenigen Seite hin ziehen, welche 
wir die positive genannt haben, wo also die Function (p 
zur Zeit t einen positiTen Werth hat, und mit cc, ß, y die 
Winkel bezeichnen, welche diese Nonnale mit den posttiTon 
Coordinatenazen bildet Wie aus der analytischen Geo- 
metrie bekannt ist» sind die Cosinusse dieser Winkel durch 
folgende Gleichungen gegeben: 

107) COS « — cosi?« — cosy«— "ä^. 
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wobei a die poBitive Quadratwurzel aas 



ist 



Diese Gleichimgen ergeben sich am leichtesten in fol- 
gender Weise: Die FtiU^e, welche zur Zeit i die Gleichung 99) 
bat, beisse die il&che F. Wir constmiren die ihr nnend- 
lich benachbarte Fläche J^, welche die Gleichung hat 



wobei c eine sehr kleine positive Grösse ist Die Zeit wurde 
unter dem Functionszeichen weggelassen, da sie jetzt ein 
für allemal als Constante anzusehen ist. Wir ziehen vom 
Punkte Ä aus, welcher der Fläche F angehört, drei Gerade 
in den Richtungen der drei Coordinatenaxen und eine normal 
zur Fläche F. Diese vier Geraden sollen die Fläche jF\ in 
den vier Punkten By C, D und E treffen. Dann hat AE 
die Bichtang der nach derjenigen Seite gezogenen Normalen, 
wo (p wächst. Da die Function cp in der unmittelbaren 
Nfthe des Punktes A keine singulare Stelle hal^ so kann die 
Fläche in der unmittelbaren Umgebang von E als eben 
und parallel mit F betrachtet w^en. Es ist also 

109) AE ^ AB a ^ AC QO^ ß ^ AD QQ^ Y . 

Damit in den Gleidiungen 109) auch das Zeichen stimmt^ 
wollen wir AE immer als positiv betrachten, AB^ AÖ, AD 
dagegen sollen positiv oder negativ sein, je nachdem sie 

vom Punkt A aus gezogen die Richtung der positiven oder 
negativen Coordinatenaxen haben, also je nachdem a resp. /9 
oder y spitz oder stumpf sind, so dass AB stets dasselbe 
Zeichen wie cos ebenso A C wie cos ß und AD wie cos y 
hat Aus den Gleichungen 109) folgt: 



wobei der Wurzel das positive Zeichen zu geben ist, da 
A B und cos a dasselbe Zeichen haben. 



108) 



1 



110) 



AB 
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Da andererseits die Coordinaten der vier Punkte B,CfD 
und E die Gleichung lü8) ertUUen, so ist 



positiy oder negativ zu nehmen haben, je nachdem sie in 
die positive oder negative Ooordinatenriditnng fiillen, also 
je nachdem sie einen Zuwachs oder eine Ahnahme der he- 

trefPenden Coordinaten ausdrücken. Substituirt man die 

hieraus folgenden Werthe für AB^ AG und AD in die 
Gleichung 110) und in die analogen Gleichungen für cos ß 
und cos y, so erhält man die Gleichungen 107) und zwar 
mit richtigem Vorzeichen, da ja e wesentlich positiv ist 
Aus den Gleichungen 106) und 107) folgt, dass die immer 
positiv zu hetrachtende Gesammtintenaität des Widerstandes 
der Fläche durch 



gegeben ist Die Werthe ihrer Componenten in den Coordi- 
natenrichtungen können vermöge der Gleichungen 107) auch 
in der Form geschrieben werden: 

l^±iw&ai l^ad:«oos/9, Sb±»co6)^. 

Hier gilt überall das positive oder negative Zeichen, je 
nachdem X positiv oder negativ ist Diese Formeln zeigen, 
dass die Widerstandski-aft i, welche die Vorrichtung auf den 
materiellen Punkt ausübt, immer auf der Fläche, auf welcher 
zu bleiben derselbe gezwungen ist, senkrecht steht, und dass 
sie gegen die Seite hin ^jjerichtet ist, wo die Function (p zu- 
nimmt oder abnimmt, je nachdem die Gleichungen für X 
einen positiven oder negativen Werth ergeben. Da Wirkung 
und Gegenwirkung immer gleich, aber entgegengesetzt ge- 
richtet sind, so ist umgekehrt der Druck, welchen der 
materielle Punkt auf die Vorrichtnng ausllbl^ immer gleich, 
aher entgegengesetzt gerichtet wie die Kraft der Vorrichtung 
auf den materiellen Punkt Unsere Formeln lehren daher 
auch jedesmal die QrGsse des letzteren Druckes kennen. 
Dieser Druck ist derjenige Theil der äusseren Kraft, welcher 
nicht auf Beschleunigung des materiellen Punktes verwendet 
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mdy sondern in Ueberwindong des Widerstandes der Fläche 
yerloren geht, also die yerlorene äussere Kraft .Die Be- 
schlemugmig, welche sie dem materiellen Pnnkto eriheilen 
wflrde» ist die durch den Widerstand der Fläche yerlorene 
Besdüennigimg. 

Wenn die Fläche, welche die Gleichnng 99) hat, mit 
der Zeit nicht veränderlich ist, oder immer durch den Punkt 
geht, wo sich das Bewegliche zu Anfang befand, so ist 
dauernde Ruhe desselben mit den Bedingungen verträglich. 
IHir diese verschwinden die Beschleunigungen und man hat 
daher als Bedingung des Gleichgewichtes im Buhezustande: 

112) X=^-kp-, r-^A-l^, Z^^kp-. 

Die äusseren Kräfte müssen also in diesem Falle normal 
auf der Fläche sein. Dies folgt übrigens ohne Rechnung 
aus der Formel 96), da der Ausdruck hnks in dieser Formel 
nur für <^ P, <y / = 90 ^ verschwinden kann. 

In diesem Falle wird der Punkt, wenn er anfangs ruhte, 
in Ruhe bleiben; dann sind seine Beschleunigungen Null, 
alle äussere Kraft geht für die Beschleunigung verloren und 
wird auf Ueberwindung des Widerstandes der Vorrichtung 
Terwendet Die Kraft^ welche der materi^e Punkt auf die 
Vorrichtung ausflht, ist genau gleich der gesammten "Ex^SSb, 
welche Yon aussen auf ihn wirkt Wenn er sich bewegt 
und die äusseren Kräfte stets senkrecht auf der Fläche mit 
der Gleichung 99) stehen, also die Bedingungen 112) er- 
füllen^ so geschieht die Bewegung, wie man aus den Glei- 
chungen 103) uud 104) sieht, gerade so, als ob er den gleichen 
Bedingungen unterworfen wäre und keine äusseren Kräfte 
auf ihn wirkten. Zu dem Drucke, den er in letzterem Falle 
schon auf die Vorrichtuug ausüben würdei addiren sich aber 
dann die äusseren Kräfte. 

§ 89. CHnguläxe Pille* Bedingnagen, die durch üngleiehungen 

ansgadrfiekt sind. 

Wir wollen nur noch wenige Worte über den Fall sagen, 
wo alle drei partiellen Ableitungen der Function nach 
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den Coordinaten verschwinden oder der betreffende Punkt 
der Fläche sonst ein singulärer ist Wenn das Bewegliche 
nur in einzelnen Zeitmomenten einzelne derartige singulare 
Punkte durchläuft, so kann die Bewegung daselbst mittelst 
folgender Eegeln meist eindeutig bestimmt werden. Wenn 
eine Bahn möglich ist, für welche die Geschwindigkeiten 
sich nicht spmngweiBe ändern, so geschieht die Bewegung 
in dieser Bahn; wenn es* zwei oder mehrere solche Bahnen 
giebty in deijenigen, für welche die Beschlennignng am 
wenigsten von der durch die äusseren Erifbe eczengten ab- 
weicht. Falls sich aber alb mö|^chen Bahnen kmdEen 
oder mehrere mögliche Bahnen oscnliren oder das Beweg- 
liche während einer endlichen Zeit lauter singulare Punkte 
durchläuft, kann die Bewegung mathematisch unbestimmt 
werden, was aber, wie wir sahen, ohne praktische Be- 
deutung ist, da solche Bedingungen durch die von uns an- 
genommenen Vorhchtungeu nie mathematisch exact erzeugt 
werden können. 

Für den Fall des Gleichgewichtes an einem solchen 
singulären Punkte A, wo alle drei partiellen Ableitungen 
Yon <p verschwinden, liefern nns die Gleichungen 112), &üls 
nicht l nnendlich wird, Z^O, In der That re- 

dadrt sich dann q){x + a, y + ß, « + /) auf 



Wenn sich dies nicht wieder identisch auf Null oder auf das 
Quadrat einer linearen Function Ton ß,y redudr^ welche 
in dieser Formel beliebige sehr kleine Ooordinatenzuwftchse 
bedeuten» so hat die Fläche F in der unmittelbaren Um^ 
gebung des Punktes A die Gestalt einer Kegelfläche, deren 
Spitze in ^ ist^ oder zweier sich in Ä schneidender Ebenen, 
denn für jeden Punkt der Fläche muss 



sein. Das Bewegliche kann also in der That nur im Gleich- 
gewichte sein, wenn keine Kraft dannif wirkt Ist aber 




dxdy 



9 (« + «, y + » + y) = 0 
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der Aoadruck 113) ein vollständiges Quadrat einer linearen 
Function von ß, y oder verschwinden auch alle zweiten 
partiellen Differentialquotienten der Function nach den 
Ooordinaten, odee ist diese Function an der betreffenden 
Stelle überhaupt nicht nach dem. Taylor' sehen Lehrsatz 
entwickelbar, so treten noch complioirtere Verh&ltDisse ein» 
welche eme besondere Untersuchung jedes speoieÜen Falles 
erfordern und auf welche wir nicht nfther eingehen wollen. 

Wir wollen nun noch einige Worte über den Fall sagen, 
wo zwischen den Coordinateu eines materiellen Punktes nicht 
eine Gleichung, sondern eine Ungleichung besteht, welche 
wir immer in die Form bringen können: 

114) 

Das Bewegliche kann also dann die Fläche, welche die . 
Gleichung 99) hat» nach derjenigen Seite derselben, welche 
wir die negative genannt haben, ungehindert verlassen, da- 
gegen nicht auf die positive Seite derselben gelangen. 

Die Fläche kann nur eine von der positiven Seite gegen die 
negative hin gerichtete Widerstandskraft auf das Bewegliche, 
umgekehrt letzteres auf erstere nur eine von der negativen 
gegen die positive Seite gewendete Drucldcraft ausüben. So 
lange die Widerstandskraft diese Richtung hat, d. h. so lange 
X negativ ist, wird die Bewegung wie im früher betrachteten 
Falle geschehen und auch die Gleichgewichtsbedingungen 
werden dieselben sein. In dem Momente aber, "wo l einen 
positiven Werth annehmen würde, wird die Gültigkeit der 
früher entwickelten Gleichungen aufhören, das Bewegliche 
wird die Fläche verlassen und sich wie ein vollkommen 
freier materieller Punkt bewegen. (YergL g§ 41 und 74.) 

Die wirkliche Bewegung wird nun zwar immer dem 
Principe der virtuellen Verschiebungen genügen, allein wir 
haben keinen Beweis geliefert, dass dieses auch die Be- 
schleunigung immer eindeutig bestimmt Wir werden in 
der l%at an speciellen F&llen zeigen, dass die Beschleu- 
nigung manchmal erst indirect durch Zuziehung von Con- 
tinuitätsbetrachtungeu bestimmt werden muss. (§ 69.) 

Da ein drei unabhängige Differentiale enthaltender 
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Differentialausdruck bereits nicht integrabel sein kann, so 
kann ein einzelner materieller Punkt bereits einer nicht 
holonomen Bedingung von der Form 

rät + fdx + vdy + Cä» ^ 0 

unterworfen flein. Es gilt dann alles bisher Gresagte; nur 
dass I, 47, ^ an die Stelle von d^ldx, d <p /dy vaid dipjd» 
treten. Nach dieser Vertauschong sind die Beschlemugimgen 
nnd X wieder ans den Gleichungen 103) und 104) zu be- 
stimmen, denen noch die zwischen den Qeschwindigkeits- 
componenten geltende Gleidiung 

heizoziehen ist Der Widerstand der Vorrichtung hat inuner 
die Sichtung der Geraden, deren Bichtangscosinus ^/a, lija, ^/<t 
sind, wo <r Ä ] 4- if + ist Wenn man dem Beweglichen 

alle möglichen unendlich kleinen Verschiebungen ertheilt, für 
welche ^Sx-{-7] dy + ^Sz verschwindet, so liegen alle Punkte, 
wohin es dabei verschoben wurde, auf einer unendlich kleinen 
Ebene. Die Seite dieser Ebene, wohin es gelangt, wenn bei 
der Verschiebung ^ Sx -{- tj öy L,dz positiv ist, nennen wir 
die positive, die andere die negative Seite der Ebene. Der 
Widerstand der Vorrichtung wirkt wieder nach dieser posi- 
tiyen oder negatlTcn Seite, je nachdem X positiv oder 
negatiT ist £rsterer Fall kann nicht eintreten, wenn das 
Un^^eicfaheitszeidien gilt 

§ 40. Das einfisohe PendeL 

Wir betrachten nun den ganz speciellen Fall, dass ein 
schwerer Punkt gezwungen ist, sich auf einer unveränder- 
lichen Kugelfläche zu bewegen und ausser der Schwere und 
der Kraft, welche ihn zwingt, auf der Kugelfläche zu bleiben, 
sonst keine Kraft auf ihn wirkt Die Kugelfläche habe ihren 
Mittelpunkt im Ooordinatenursprunge und ihr Badins sei 
gleich so dass sie die Gleichung hat: ^"-0. 
Es ist also 
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Ferner ist dann, wenn wir die podtire «-Axe Tertical nach 
abwärts ziehen, 

und die Bewegungsgleichungen 103) nnd 104) verwandeln 

sich in 

115) m^ = 2Aa?, m^ = 2;iy, m-f^ = 2X» + m^. 

Die Addition der mit — y multiplicirten ersten und der 
mit X multiplicirten zweiten Gleichung liefert: 

1 -i o\ ■ dy dx , 

116) 

Die Addition der ersten, zweiten und dritten Gleichung, die 

erste mit die zweite mit die dritte mit 

at at ot 

mnltipHcirt tAter liefert: 

denn da die Gleichung der Kugel zu jeder Zeit erfüllt sein 
muss, so folgt durch deren Difi'erenüation: 

dx . dy , dx . 

H und k sind Integrationsconstanten. 

Die beiden Gleichungen 110) und 117) sind übrigens 
selbstTerati&ndlich; denn erstere drückt das Flächenprincip 
bezüglich der ^Axe aus, welches weder durch die Schwere, 
nodi durch die stets durch die «-Axe gehende Widerstands- 
kraft der Kugel gestört werden kann, letztere ist der Aus- 
druck des Princips der lebendigen Kraft, dessen Gültigkeit 
ebenüüls durch die Widerstandskraft der Kugel nicht beein- 
trächtigt wird. 

Wir fuhren Polarcoordinaten ein, indem wir setzen 

118) s / sin OOS «9-, y » ^ sin ir sin i^, x^lwaw. 
Dann Terwandeln sich die Gleichungen 116) nnd 117) in 

dt 
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Ans diesen Gleichungen kann d & eliminirt werden und man 
erhält zunächst t durch Quadraturen durch w ausgedrückt. 
Mittelst der ersten dieser Gleichungen kann dann auch i9- 
durch Quadraturen als Function you w gefunden werden, 
genau so wie hei der Centraibewegung. 

Falls sich das Bewegliche nur wenig von der Ruhelage 
entfernt, also w sehr klein ist, werden die Gleichungen 
sogar mit den fUr die Gentralbewegimg gefundenen YoUig 
identisch. Seteen ivir in diesem Falle 



Diese beiden Gleichungen stimmen genau mit den Glei- 
chungen 36) und 37) des §^20, falls man in den letzteren 
setzt: 



Bie F^jedion des materiellen Punktes anf die a;y^£bene 
bewegt sieh daher genau so wie ein materieller Punkt, der 
mit der Kraft mgrjl gegen die Bohelage gezogen wird. In 
der That überzeugt man sich leicbt, dass die Componente 
des Gtewicbtes des materiellen Punktes in der Richtung 
tangential zur Kugel Üäche angenähert diesen Werth hat, 
während die normal zur Kugelfläche von dem Widerstande 
derselben aufgehoben wird. 

Wir sahen schon damals, dasa die Bewegung in einer 
Ellipse geschieht; deren Mittelpunkt die Ruhelage ist und 
dass nyrfg die Zeit ist, während welcher die Hälfte dieser 
Ellipse beschrieben wird. Man nennt diese Zeit die Schwin- 
gungsdauer des Pendels. FiLr beliebige, nicht kleine Werthe 
Ton w wollen wir nur den Fall behandeln, dass sich der 
materielle Punkt in einer verticalen Ebene bewegt» als welche 
man die x^-EIbene w9hlen kann; dann ist ^ 0 und man 
erhSlt: 



r^lw, IT-f 2gl^h, 



80 erhalten wir: 



r 



2 
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woraus durch Differentiation fölgt: 
120) _«_^smw. 

Wenn überhaupt eine Bewegung möglich sein soll, so kann 
H nicht gleich —2gl sein oder einen noch grösseren nega* 
tiven Werth haben; es sind also drei Fälle möglich: 
Erster FaU: 

Dann giebt es immer einen zwischen Null und n liegenden 
Winkel u, dessen Cosinus gleich -^£112 gl ist. Führt man 
diesen Winkel ein^ so wird: 

— j = — ^- (cos w - cos a)^-f ^sm«- - sin'yj . 
Da sein Zeichen nur wechseln kann, indem es durch 

o t 

Null gehty so muss w zwischen + » und ~~ « hin- und her* 
schwMiken. Setzt man 

w . a . , 

sm aa 8in — sm 1^, 

so folgt: 

dt « dxfj^l — sin^ ~ sin^ . 

Wenn te, also die Amplitude der Schwingungen, nicht allzu 
gross ist, so liefert die Entwickelnng nach dem binomischen 

Lehrsatze immer eine gut convergirende Eeihe, welche man 
ohne Weiteres integriren kann. Die Schwingungsdauer (Zeit, 
während welcher to von — a bis -\- a wächst), erhält man, 
wenn man zwischen diesen Grenzen, also von '^=s — ^-a 
bis ^ SS + integrirt; sie ist also: 



2 



Entwickelt man nach dem binomischen Lehrsatze nnd be- 
denkt, dass 

2 sin = 6. vF^ - e- vV^, 

10* 
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daher 

23«(- l)«Bm2«i^a 2(2J»)coB2n1^ — 
- 2 (2 ») cos (2 » - 2 ) t/; , . . . ( - 1 )• (2;) , 

daher endlich: 

fr 
3 

ist, so folgt: 

wobei a = ain-y isi 
Zweiter FaD. 

Dann folgt: 

(^)'.ii{l+cos.) = ^cos»(^) 

< = |/y lognat. cotg (^^-j^) + const 

Das Bewegliche nähert sich dann asymptotisch der Stelle, 
welche vertical über seiner Ruhelage liegt 
Dritter Fall. Es sei 

Dann ist 

was man wieder nacli dem binomischen Lehrsatze in eine stets 
convergirende Eeihe entwickeln und dann iutegriren kann. 

§ 41. Las fadenpendeL 

Die entwickelten Fonnehi gelten nur, wenn das Pendel 
die Engdlfl&che nach keiner Seite hin yerlassen kann. Als 
Prototyp der Bewegung beim Vorhandensein einer ün- 
gleichnng soll noch korz der Fall betraehtet werden, wo 
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ein schwerer materieller Punkt an einem unansdehnbareni 
ToUkommen biegsamen Faden von der Länge / befestigt ist, 
dessen anderes Jßnde fix ist^ so dass er die bisher besprochene 
£agelflSche nach innen beliebig verlassen kann. Die Bewegung 
geschieht dann genau nach den früher entwickelten Qesetzen, 
so lange der Faden anf Spannung beansprucht wird, d. h. 
die Tom Beweglichen anf die Vorrichtnng aasgeübte Kraft 
▼om Mittelpunkte der Kugel hinweg, also von der Seite, wo 
< gegen die, wo + y'^ + > ist, liin ge- 
richtet ist, d. h. also, so lange ). negativ ist. In dem Momente, 
wo l durch Null zu eiuem positiven Warthe übergeht, müsste 
der Faden das Bewegliche vom Mittelpunkte der Kugel 
hinweg drücken, damit es auf der Kugelfläche bleibe und 
da dies nicht möglich ist, verlässt es diese und beschreibt 
innerhalb derselben die gewöhnliche Fallparabel. 

Wir behandeln nur den Fall, dass sich das Bewegliche 
in einer Ebene bewegt, welche wir zur a;ji^-£bene wählen, 
dass also yt^^ssO ist Die Gleichungen 115) und 118) 
liefern, wenn wir wieder die Winkelgeschwindigkeit dw/dt 
mit CO bezeichnen^ 

d^x du • 2 A » , 

Die Addition der mit x multiplicirten ersten zu der mit % 
multiplicirten zweiten Gleichung liefert: 

Dies ist die Inanspruchnahme des Fadens, so lange A 
negatiy ist, auf Zug, da die in Formel III) mit <r be- 
zeichnete Grosse in unserem FaUe den Werth 2 1 hat Man 
sieht auch sofort, dass das erste Glied die Centrifugalkrafk, 
das zweite die Componente der Schwere in der Fadenrichtung 
ist X kann nur Null oder positiv werden für negative x 
also, wenn wir -—x^h setzen für positive h und zwar 
wird A = 0 füi': 

121) h = €aU^lg, 
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Wir wollen der zur Gleiehtmg der lebendigen Kraft binzn- 

tretenden Constante eine solche Form geben, dass diese 
Gleichung in der Gestalt 

122) ^^^^--mg{x + k) 

erscheint. Dann ist also k die grösste Höhe über dem 
Kugelcentrum, bis zu welcher sich das Bewegliche vermöge 
der ihm innewohnenden lebendigen Kraft erheben kann und 
bis za welcher es sich wirkhch erhebt, fiaUs es gezwungen 
ist, immer auf der KugelBäche zu bleiben und nicht k> l 
ist. Setzen wir in 122) wieder »A, so erhalten wir: 

Setzen wir hier h fßsick der Höhe über dem Kpgelmittel- 
pnnkte^ bei weleber das Fadenpendel die EngelflJtobe yer- 
l&Bst, 80 ist 0» die Winkelgeschwindigkeit^ bei welcher dies 
geschieht, hat elso in der letzten Oleichnng dieselbe Be- 
deutung wie in Gleidiong 121) und es folgt ans beiden 
Gleichungen ä = 2 3. Das Fadenpendel kann also die 
Kugeltiäche nur verlassen, wenn k positiv ist, d. h. wenn 
seine lebendige Kraft ausreicht, es über die durch den 
Kugelmittelpunkt gehende horizontale Ebene zu heben. Ist 
0 <. k < l, 80 würde das Pendel, wenn es starr mit dem 
Kugelmittelpunkte verbunden wäre, in der Höhe k über der 
durch diesen gehenden Horizontalebene omkebren. Ist es 
aber durch einen biegsamen Faden verbunden, so Terlässt 
er die Kngelflache schon in der Höhe 2ik/3. 

Ist Z<fc<3//2, 80 würde das Bewegliche im ersten 
Falle den ganzen Kreis beschreiben. Im zweiten Falle ver- 
lässt es ihn in der Höhe 2ä;/3. Ist endlich ä^3//2, so 
verläset das Bewegliche auch im zweiten Falle den Kreis 
nicht mehr. In den Fällen, wo das Bewegliche die Kugel- 
fläche verlässt, folgt es der Fallparabel und trifit nach 
einiger Zeit die Kugelfläche wieder, aber nicht tangential, 
sondern nnter einem gewissen WinkeL Dann hängt die 
Weiterbewegnng davon ab, ob der Anfhängefaden des Pendels 



1 
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vollkommen elastisch oder theilweise oder ganz unelastisch 
ist, also Yon Fragen, deren Beantwortimg in unseren bis- 
herigen Gleichungen nioht enthalten ist. 

§ 42. Punkt» der geiwoAgeii ist» avf einer r&nmlichen Ounre 

SU bleiben. 

Wir betrachten nun einen materiellen Punkt, welcher 
gezwungen ist, auf einer bestimmten räumlichen Curve zu 
bleiben. Die übrigen Bezeichnungen sollen dieselben wie in 
§37 sein. Die Gurre aber soll durch die beiden Gleichungen 

123) yj(avy,«,i)-0 
und 

124) ya(«,V,«,i)«0 

charakterisirt sein. Es gilt wieder die Gleichung 101). Dazu 
kommen aber in dem Falle der Entwickelbarkeit beider 
Functionen (p nach dem Taylor' scheu Lehrsatze die beiden 
Gleichungen 

und 

**^ + **^ + **It = ö- 

Wir können die erste dieser Bedingungen mit dem 
Factor — \ , die zweite mit dem Factor — multiplicirt, 
zur Gleichung 101) addiren, femer \ und so wählen, 
dass in der so erhaltenen Gleichung die Coefficienten von 
Sx und ^y verschwinden. Dann muss auch der von öz 
verschwinden, denn dieses ist ja willkürlich, da blos zwei 
Gleichungen zwischen den drei Coordinatenvariationen be- 
stehen. Die zwei Gleichungen, welche die gewünschte Eigen- 
schaft der X ausdracken, veremt mit der, welche das Ver- 
schwinden des Coefficienten yon S» anzeigt^ Iahten: 





m 


cPx 
dfi 




Bx 




125) 


m 


d^y 




dy 






m 




+ 


Öqp, 

dx 
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Diese drei Gleicliuugen verbunden mit den zwei Grlei- 
cliungt'u 123) und 124) geben die fünf Gleichungen, welche 
zur Bestimmung der fünf Unbekannten y, x, Aj, k, er- 
forderlich sind. Die EHmination von und liefert 
zwiBchea den Coordinaten allein die Gleichung 





m 


dfi 




Btpx 

dx ' 


Bg>t 
Bx 




126) 


tn 


d'y 
dp 


- 


ö<pi 
öjf ' 


Bifit 

dy 


= 0. • 




m 


dP 




Bx ' 


Bq^t 
B» 





Der Widerstand, welchen die Vorrichtung auf den 
materiellen Punkt ausübt, kaun als die Resultirende zweier 
Kräfte auigefasst werden. Die erste hat in den Coordinaten- 

lichtongen die Gomponenten Aj Aj gteht 

also nach dem im § 38 Bewiesenen senkrecht auf der Fläche, 
welche die Gleichung 123) hat. Analog sind die Ausdriicke 
für die Componenteu der zweiten Kraft, welche in Folge 
dessen auf der Fläche mit der Gleichung 124) senkrecht 
steht Die Besultirende beider, d. h. der gesammte Wider- 
stand der Curve muss also auf dieser, welche ja die Durch- 
schnittslinie jener beiden Flächen ist, senkrecht stehen. 

Die Bedingung des Gleichgewichts erhalten indem 
mr die Beschleunigung gleich Null setzen. Das Verschinnden 
der Determinante» welche man so aus der Determinante 126) 
erhält^ giebt die Bedingung, dass der Vector mit den Gompo- 
nenten Xf Yy Z, also die auf das Bewegliche wirkende äussere 
Kraft auf der Darchschnittslinie der beiden Flächen mit den 
Gleichungen 123) und 124) senkrecht steht. 

§ 43. Methode der Multiplicatoren, 
wenn beliebige Bedingungsgleichnngen zwischen beliebigen 

Fankten bestehen. 

Es hat nun keine Schwierigkeit» die Methode der un- 
bestimmten Multiplicatoren auf den allgemeinen Fall anzu- 
wenden, dass ein beliebiges materielles System beliebigen 
Bedingungen unterworfen ist Sei zunächst das System 
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holonom und die Bedmgimgen durch Gleichungen aus- 
gedruckt^ dann können dieselben unter Beibehaltung der Be- 
zeichnungen der §§ 84 und 85 in die Form gebracht werden: 

127) iKj,^j,.,»J=:0, ^=1,2...<T, 

wobei (7<3» sein muss, da sonst alle Goordinaten durch 
die Bedingungen beetinunt, also bis auf singuläre Fälle keine 
Bewegung möglich wäre. Die Functionen q> sollen nach 
dem Taylor'schen Lehrsatze entwickelbar sein. 

In Belation 93) gilt dann das Gleichheitszeichen. Dazu 
treten die Bedingungen: 

128) + *y.+...|^^*.-0. i=1.2...a. 

Man raultiplicirt nun die erste dieser Bedingungsgleichungen 
mit — Aj, die zweite mit — . . addirt alle zur Kelation 93) 
und wählt dann sämmtliche X so, dass die Coefdcienten 
von (T der Variationen verschwinden. Da gerade o* der 
Variationen durch die Bedingungsgleichungen bestimmt» die 
übrigen aber Toneinander unabhängig sind^ so mOssen auch 
die Goefficienten aller übrigen Variationen verschwinden und 
man erhält die Bedingungsgleichungen in der Form: 

l = 1 

mit zwei analogen Gleichungen für die beiden übrigen Coordi- 
natenaxen. Die Elimination der A liefert die Bedingung, 
dass die Determinante von je «r -f 1 Horizontalreihen der 
nachfolgenden Tabelle 130) verschwinden muss, was im 
Ganzen 8»— er voneinander unabhängige Gleichungen liefert, 
welche wir, ohne sie hinzuschreiben, die Gleichungen 131) 
nennen wollen: 



130) 



d*« dxn' ö*. • dx, 
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Ist das System nicht holonom, haben also einige der 
Bedinguügsgleichungen die Form 78), so ändert sich hieran 
nichts, als dass an Stelle der partiellen Ableitungen der be- 
treffenden Functionen tp die Grössen l^y i^i treten. 

Hiermit sind die Bewegnngsgleichungen in dem all- 
gemeinsten Falle, wo ein System beliebiger materieller Punkte 
beliebigen holonomen oder nidit holoaonLeii Bedingcmgeii 
"unterworfen ist, gefimden, sobald dieselben durch hrnter 
Gleichungen ansgedr&ckt werd^ können, also darunter keine 
durch eine Ungleichung dargestellt wird. 

Wenn sich aus den Bedingungen 78) er der Goordinaten- 
differentiale bestimmen lassen, so können immer auch aus 
den Gleichungen 131) 3 n — der Beschleunigungen gefunden 
werden. Wenn der Fall, dass durch die Bedingungen 78) 
nicht G der Coordinatendifferentiale bestimmt sind, für ein 
endliches Werthegebiet der Variabein eintritt, so sind nicht 
alle Bedingungsgleichungen voneinander verschieden. i) Diese 
müssen also auf weniger reducirt werden. Für einzelne sin- 
gulare Werthe dagegen kann dieser Fall allerdings eintreten, 
z. B. wenn zwischen den Coordinaten eines einzigen mate- 
riellen Punktes eine anzige Gleichung 9 {p, «, Q >• 0 be- 
steht und alle partiellen Differentialquotienten des tp nach 
den Coordinaten Terschwinden oder wenn zwischen den- 
selben Coordinaten zwei Gleichungen 9 x,t)^0 und 
\lf x^i)^0 bestehen und för gewisse Werthe Ton x^y,% 
und t die beiden durch diese Gleichungen dargestellten 
Flächen dieselbe Tangentialebene haben. Dann können 
aus dem Princip der virtuellen Verschiebungen aber mehr 
als ^ n — (T Beschleunigungen bestimmbar sein. Alle diese 
Fälle, sowie die, dass einzelne der Coefficienten f, »/, der 
Gleichungen 78] unendlich oder unbestimmt werden oder die 



1) Die bekannte amalytisclie Bedingung dafür, dass von den 
Gleichungen b . . . = 0 nicht alle voneinander unabhängig 

sind, ist ja, dass diejenigen Determinanten der Ausdrücke 130), welche 
die Coefficienten der Beschleunigungen in einer der Gleichungen 181) 
darstellen, sämmtlich verschwinden. Dann reducirt sich in der That 
eine der Iet2steren Gleichungen identisch auf Null und ist zur Bestim- 
mung der Beschleunigungen ungeeignet. 
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Bedingungsgleichuiigen eine noch complicirtere Form an- 
nehmeDy bedürfen natürlich einer besonderen Untersuchung 
und es würde uns zu weit führen, alle hier möglidien Falle 
eingehend zu erörtern. Wie schon bei der Bewegung eines 
materielkn Punktes beim Vorhandensein einer Bedingungs- 
gleichimg (An&ng des § 39)^ so kann auch hier ivieder sogar 
der Fall Antreten, dass die Aufgabe durcb die geometrischen 
Bedingungen des Systems überhaupt nicht eindeutig be- 
stimmt ist, z. B. wenn ein materieller Punkt gezwungen 
wäre, auf einer Curre zu bleiben, welche sich in zwei oder 
mehrere Aeste theilt, die sich am Verzweigungspunkte oscu- 
liren, also daselbst eine Berührung von der zweiten oder 
noch höheren Ordnung haben. Allein derartige Mehrdeutig- 
keiten sind nicht von praktischer Bedeutung, da sie niemals 
eintreten können, wenn die Bedingungen in der von uns 
vorausgesetzten Weise durch eine endliche, wenn auch sehr 
grosse Zahl TOn noch so plötzlich sich ändernden Verbindungs- 
kräften hefgestellt werden. Sie können also nur durch den 
Gbrenziibeigang zu einer unendlichen Zahl materieller Punkte 
entstanden sein. 

Wir werden den Fall, dass auch beliebige Bedingungen 
Torhanden sind, die durch üngleichheitszeichen ausgedruckt 
werden, erst im § 74 behandeln und uns frtther mit einem 
wichtigen speciellen Falle besdi&ftigen. 



Y. AnwMduBg auf feste Körper. 



§ 44. Bestimmung der Lage eines festen Körpers. 

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen fOx einen 
einzigen starren Körper, d.h. f&r ein System materieller 
Punkte entwidceln, weldie so Terbunden sind^ dass sich 
w&hrend ihrer ganzm Bewegung ihre relative Lage niobi 
indem kann, genauer gesprochen , dass jede sehr Ideine 
Aenderung der relativen Lage so grosse innere Kräfte wach» 
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ruft, dass nie eine merkliche Aenderung der relativen Lage 
Platz greifen kann, wenn die äusseren Kräfte unter einer ge- 
wissen Grenze liegen (TergLAn&ng des §32| der Körper ist 
fest für unter dieser Grenze liegende äussere Kräfte). Um 
anszndrdcken, dass es absolut starre Körper nicht giebt^ wollen 
wir den Körper immer einen festen nennen, obwohl wir ihn 
geometrisch so betrachten, als ob er absolut starr wäre. 

Die Lage eines gegebenen festen Körpers im Baume 
ist durch die dreier Punkte desselben Ay G, welche nicht 
in einer Geraden liegen, eindeutig bestimmt. Da der feste 
Körper gegeben ist, ist die Entfernung jedes anderen Massen- 
punktes desselben von jedem dieser drei Punkte gegeben 
und es ist aucb gegeben, auf welcher Seite der Ebene der 
drei Punkte der andere Massenpunkt liegt, wenn er nicht 
in dieser Ebene liegt. Dadurch ist aber die La^e jedes 
anderen Massenpunktes gegeben. Es ist dabei nicht einmal 
notiliwendig, dass die Punkte wirklich dem Körper angehören, 
einer, zwei oder alle drei können auch ausserhalb desselben 
liegen, wenn nur ihre relative Lage gegen den Körper un- 
yeränderlich gegeben ist, dessen sämmtliche Punkte eben- 
falls gegebene unveränderliche Lage gegeneinander haben. 
Wenn die La^e dieser drei Punkte im Baume gegeben ist^ 
so ist dadurch die Lage s9mmtlicher materieller Punkte des 
Körpers bestimmt. 

Wir können uns, um dies und ähnliche Sätze nicht 
fortwährend wiederholen zu müssen, unendlich viele, den 
ganzen Kaum erfüllende Punkte starr mit dem Körper ver- 
bunden und sich mit demselben im Kaume bewegt denken. 
Den Inbegriü" dieser Punkte nennen wir den enveiterten 
festen Körper, nur in wenigen dieser Eaumpunkte wird sich 
wirklich Materie befinden. 

Zur Bestimmung der Lage des ersten Punktes 
welcher die Position des festen Körpers bestimmt^ sind drei 
Variable (Coordinaten) erforderlich. Zur Bestimmung der 
Lage des zweiten Punktes B nur noch zwei, da die Ent- 
fernung AB gegeben ist Zur Bestimmung der Lage des 
dritten Massenpunktes 0 ist nur noch eine Variable er* 
forderlich, da dessen Entfernung von Ä und B dadurch ge- 
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geben ist, dass der feste Eöiper, d. h. die relative Lage 
aller semer Massenpiinkte gegeben ist Der dritte Pankt 
muBB daher in einem Kreise liegen, dessen Ebene senkrecht 
zur Qeraden ^£ und dessen Badins der gegebene Abstand 
des Punktes Ton dieser Geraden ist. 

Im G-aazen genügen also sechs Variable znr Bestimmnng 
der Lage eines beliebigen festen Körpers. Ausgenommen 
davon sind die Grenzfälle, wo alle materiellen Punkte des 
festen Körpers in einer Geraden liegen oder wo dieser aus 
einem einzigen materiellen Punkte besteht. Dann genügen 
fünf resp. drei Variable. Doch wollen wir diese Grenzfälle 
im Allgemeinen von unseren Betrachtungen ausschliessen. 

Da zwischen den materiellen Punkten des Körpers keine 
anderen Kräfte als die Verbindungskräfte wirken, so sind 
die ei^lidten Kräfte mit den von aussen auf den festen 
Körper wirkenden Kräften (den äusseren Kräften) identisch. 
Es sind also die Kräfte, deren Componenten in den Formeln 
68) bis 70) mit 3% bezeichnet wurden, mit denen, 

deren Componenten in den Formeln 81) bis 95) mit Xj^ Yj^ 
bezeichnet wurden, identisch. Es werden jedenfalls die sechs 
Gleichungen 66) und 70) der §§ 27 und 29 gelten, welche 
also zur Berechnung der sechs die Lage des festen Körpers 
bestimmenden Variabein ausreichen, so dass wir die Grund- 
gleichungen schon besitzen. 

§ 45. ParaUelverBchiebang und Drehung eines festen 

Körpers. 

Um uns aber die zweckmässigste Wahl der sechs Va- 
liabeln zu erleichtem, ist es nothwendig, in die Geometrie 
der Bewegung eines festen Körpers näher einzugehen. Dabei 
bietet sich uns zugleich eine neue Ableitung der Gleichungen 66) 
und 70) aus dem Principe der virtueUen Gteschwindi|^eiten. 
Wenn jeder Punkt eines festen Körpers um eine (^eich lange, 
gleich gerichtete Strecke yerschoben wird, so ändert sich 
dabei die relatiye Lage sämmtlicher Punkte offenbar nicht. 
Eine solche Bewegung ist also jedenfiedls eine mögliche Be- 
wegung des festen Körpers. Sie heisse eine Parallelver- 
schiebung desselben. 
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Wenn bei einer Verschiebung eines feston Körpers zwei 
ihm angehörende oder fest mit ibm Terbtmden gedachte 
Ponkte A ond B ihre Lage im Banme nicht lUidem, so 
können auch alle in der Geraden AB liegenden, mit dem 
Körper fest Terbunden gedachton Pnnkto ihre Lage nicht 
&ndem, da sie sonst ihre Entfemnng mindestens von 
einem der Ponkto A oder B ftndem mUssten. Kän nicht 
anf der Geraden AB liegender Punkt des Körpers kann, 
da seine Entfernung von A und 5 unveränderlich ist, 
nur einen Bogen eines Kreises besclmüben, dessen Ebene 
senkrecht auf A B steht und dessen Mittelpunkt auf A B 
liegt. Da endlich auch die Entfernungen aller übrigen 
Punkte voneinander gleich bleiben müssen, so muss der 
Centriwinkel, welchem dieser Bogen gegenüber liegt, für alle 
Punkte des Körpers derselbe sein und alle Punkte müssen 
den Bogen anch in gleichem Sinne beschreiben. Die so 
definirte Bewegung eines festen Körpers, welche die einzig 
m(^che ist, wenn zwei Punkte desselben ihre Lage nicht 
ändern, heisst eine Drehung desselben. Die gerade Ver» 
bindungslinie der beiden in Ruhö bleibenden Punkte heisst 
die Drehongsaxe, der betreffende Centriwinkel der Drehungs- 
winkel, wobei wir aber Toil&ufig nur die Anflungs- und End* 
läge, nicht den ganzen Process des Ueberganges ins Auge 
fassen. 

Die Darstellung einer Parallelverschiebung durch einen 
Vector, d. h. durch eine Gerade von bestimmter Länge und 
Richtung bedarf keiner Erläuterung. Jede Gerade, welche 
die gleiche Länge und gleiche Richtung wie die Verschiebung 
irgend eines Punktes des Körpers hat, kann als solcher Vector 
dienen. Aber auch die Drehung eines Körpers kann durch 
einen Vector dargestellt werden, dessen Anfangspunkt jedoch 
nicht beliebig ist, sondern mit einem Punkte der Drehungs* 
axe zusammenfallen muss. Die Richtung des Vecters muss 
die Bichtang der Drehungsaxe angeben. Die Grösse des 
Yectors muss proportional dem positiT Torau^^esetzton 
Drehungswinkel to, also etwa gleich Ffo sein, wobei F eine 
beliebige, aber für alle Drehungen gleich anzunehmende 
Länge ist. 
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Um dmch den Sinn, in welchem der Yector yon seinem 
An&ngspnnkte aus gezogen isi^ aneh den Sinn der Drehung 
aoezudrilGken« Bdl die Bichtong des Yectors immer so ge- 
wählt werden, dass die Dtehung um ihn als Axe im posi- 
tmn Sinne geschieht, dass sich also seine Bichtang zur 
Dtehungsrichtung so verhalt, wie die der posttiren ^Axe 
zur Drehung von der positiven x- auf kürzestem Wege zlir 
positiven y-Axe. Wenn wir daher vom französischen Coordi- 
natensystem Gebranch machen, so soll für ein Auge, welches 
von dort herblickt, wohin der Yector zeigte die Drehung im 
Sinne des Uhrzeigers geschehen. 

Ist N der Abstand irgend eines Punktes des Körpers 
von der Drehungsaxe, w der Drehungswinkel und V der 
Yector, der die Drehung darstellt, so ist der Bogen, welchen 
der betreffende materielle Punkt beschreiben würde, wenn 
steh der KGrper continoiilich aus der Anfangslage in die 
Ebdlage dr^en wfirde: 
182) Nuf -f iVF/r, 

wobei es natllriich ebenfalls gleichgültig ist, ob der betreffende 
Punkt wirklich dem Körper angehört oder blos starr damit 
verbunden gedacht wird. Die Punkte der Axe erfahren, 
wie schon bemerkt, keine Lagenänderung. Dieselbe kann 
auch ganz ausserhalb des Körpers liegen, muss aber dann 
starr mit demselben verbunden gedacht werden. 

§ 46. Allgemeinste Yerschiebung eines festen Körpers. 

Jeder feste Körper kann aus jeder Lage in jede an- 
dere durch eine Parallelverschiebung und zwei Drehungen 
um zwei Axen gebracht werden, welche durch einen be- 
liebig gegebenen Punkt des Baumes oder des Körpers 
gehen. In spedellen Fällen kann natüilidi die Parallel- 
▼ersehiebung oder die Drehung verschwinden, d. h. weg- 
zufallen haben. Wenn beide Drehungen wei^Ulen, wenn 
also der Körper von der ersten Lage in die zweite durch 
eine blosse ParaUelverschiebung übergeführt werden kann, 
nennt man die zweite Lage eine Translation der ersten. 
Eine Bewegung eines festen Körpers, wobei jede Lage eine 
Translation der ersten ist, nennt man eine Translations- 
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bewegung. Dabei kann ein Punkt des Körpers noch eine 
beliebige Bahn beschreiben. 

Sei Ä der Punkt des Raumes, durch welchen die beiden 
Drehnngsaxen gehea sollen. Derjenige Punkt a des festen 
Körpers, der sich in der Endlage in Ä befindet, soll sich 
in der An£uig8lage des Körpers in A befanden haben. Wir 
denken nns dabei den festen Körper immer in dem Sinne, 
"wie wir dies früher definirt haben, erweitert» also den Punkt, 
welcher sich in der Anfangslage in in der Endlage in Ä 
befindet, felis er nicht wirklich dem Körper angehört, mit 
diesem fest Terbnnden. 

Wir betrachten nun den Körper zunächst in seiner 
An&ngslage und ertheOen ihm zoTÖrderst die Parallelyer- 
schiebung A Ä, welche natürlich wegfiele, wenn die Punkte 
A und Ä zusammenfallen. Dabei schreiten alle Punkte des 
Körpers in derselben Richtung um das Stück A Ä fort, der 
Punkt a des Körpers kommt also von A nach Ä. Irgend 
ein anderer, dem festen Körper angehöriger oder in Ge- 
danken damit starr verbundener Punkt b, welcher in der 
Anfangslage des Körpers in B war, komme' durch jene 
Parallelverschiebung allein nach B". In der Endlage des 
festen Körpers wird er sich im Allgemeinen nicht in B', 
sondern in B' befinden, wobei aber Ä B — Ä D" sein muss, 
da die Punkte .a und b fest verbunden sind. Man drehe 
nun den Körper um eine durch Ä gehende, auf der Ebene 
BÄS' senkrechte Axe um einen solchen Winkel, dass der 
Punkt h des Körpers von B' nach B gelangt Da die Axe 
durch den Punkt Ä geht, so TerSndert letzterer dabei seine 
Lage nicht weiter; es wurden also schon die beiden Punkte 
a und h des Körpers in diejenige Lage gebracht, die sie in 
dessen Endlage haben müssen. Wenn der Punkt h schon 
nach der Parallelverschiebung dort war, wo er sich in der 
Endlage des Körpers befinden soll, so entfällt natürlich 
wieder diese Drehung. 

Ein dritter Punkt c, der dem starren Körper angehört 
oder fest damit verbunden zu denken ist und der nicht mit 
den Punkten a und h in derselben (reraden liegen soll, sei 
in der Anfangslage des Körpers in C gewesen, durch die 
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ParallelverschiebuDg A Ä nach C", durch die erste Drehung 
nach C" gelangt» während er in der definitiven Endlage des 
Körpers in (f sein soll. Man denke sich nun den Körper, 
nachdem er schon die Parailelyerschiehiing AÄ und die 
erste Drehnng erfiEthren h&t, um eine Axe, welche durch 
die beiden Pnnkte Ä nnd ß geht^ um einen solchen Winkel 
gedreht» dass auch der Punkt o yon C nach (X übergeführt 
wird. Nun sind drei Punkte des starren Edrpers» die nicht 
in einer Geraden liegen, an diejenigen Stellen gelangt, weldie 
sie in der Endlage des Körpers einnehmen müssen, folglich 
ist der ganze Körper in seine Endlage übergeführt worden, 
da dessen Lage durch die dieser drei Punkte bestimmt ist. 

Wenn also Anfangslage und Endlage gegeben sind, so 
können wir immer eine gewisse Parallelverschiebung und 
zwei Drehungen um zwei durch einen beliebig gegebenen 
Punkt gehende Axen finden, welche den festen Körper aus 
der gegebenen Anfangslage in die gegebene Endlage über- 
führen. Falls der Punkt C" ohnedies schon mit C zu- 
sammenfiele, würde die dritte Drehung in Wegfall kommen. 

§ 47. Zusaaunenietsung sweier Drehungen. 

Wenn ein fester Körper nadieinander zwei Drehungen 
um zwei Axen erflihrl^ die sich in euiem Punkte schneiden, 
so kann die gesammte Lagenänderung, welche er dadurch 
erhalt, immer durch eine einzige Drehung um eine andere, 
ebenfalls durch diesen Punkt gehende Aze ersetzt werdoL 
Sei A der Punkt, wo sich die beiden Axen schneiden. Wir 
construiren um A als Mittelpunkt eine Kugelfläche vom 
Kadius 1. Dieselbe werde von den beiden gegebenen 
Drehnngsaxen in den Punkten und durclistochen. 

und seien die beiden Winkel, um welche der Körper 
nacheinander um diese Axen gedreht werden soll. Wir 
construiren auf der Kugel mit dem Radius 1 die beiden 
grössten Kreise und jKg, welche durch gehen imd 
mit dem grössten Kreise B^ B^ nach der einen und der 
anderen Seite hin den Winkel bilden. Von dem Bogen 
B^B^ komme man nach auf kfirzestem Wege im Sinne 
der Drehung, die der feste Körper um die Aze AB^ machte 

Boltsmaoa, ICeehMilk I. 11 
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nach im entgegengesetzten Sinne (Fig. 14). Ebenso con- 
stniiren wir die beiden grössten Kreise A'g und K^j welche 
beide durch gehen und den Winkel ^tc, mit J^B^ ein- 

schli essen, so dass man wieder von 
B^B^ nach auf kürzestem Wege 
ao gelangt, wie sich der Körper um 
die Axe AB^ dreht Es seien und 
(7, diejenigen Durchschnittspunkte der 
^« grdBsten Kreise und resp. 
und K^, welche den Punkten B^^ und 
B^ am nächsten liegen. Derjenige 
Punkt des festen Körpers, welcher 
sich aniangs in C\ befand, wird durch 
die Drehung, welche der Körper um die Axe AB^ erfährt, 
nach Co, durch die darauffolgende Drehung um AB^ aber 
wieder nach C\ zurückgeführt und da auch der Punkt A 
durch beide Drehungen keine Lagen änderung erfahrt, so 
kann die gesammte durch beide Drehungen erzeugte Lagen- 
iinderung jedenfaUs auch durch eine einzige Drehung um 
die Axe A erzeugt werden, welche wir die resultirende 
der beiden ursprünglich gegebenen Drehimgen nennen wollen. 
Die Grösse des entsprechenden Drehungswinkels kann leicht 
gefunden werden. Der Punkt des festen Körpers, welcher 
anfangs in lag, erföhrt durch die erste Drehung keine 
Ijagen&nderung. Durch die zweite um die Axe AB^ soU er 
den Bogen B^ B^, dessen Halbinmgspunkt JJsei, beschreiben. 
Durch die resultirende Drehung muss dieser Punkt des 
festen Körpers ebenfalls nach B^ übergelOhrt werden. Es 
muss also der Winkel 

der Drehungswinkel der resultirenden Drehung sein. Man 
sieht, dass durch diese resultirende Drehung die drei Punkte 
des festen Körpers, weiche sich anfangs in C, und B^ und 
im Kugelmittelpunkte A befanden und welche wir, falls sie 
nicht dem Körper selbst angehören, mit diesem starr ver- 
bunden denken können, in dieselben Lagen übergeführt 
werden, aU ob der Körper zuerst die gegebene Drehung 
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um die Axe A , dann die um die Axe A machte, womit 
bewiesen ist^ dass der Körper durch die resultirende Drehung 
allein genau in dieselbe sdiHessliche Lage übergeführt wird, 
me doroh die beiden gegebenen Drehungen, welche wir die 
znsammensetsenden Drehungen oder die Oomponenten nennen 
wollen. 

Aus dem sphärischen Dreiecke B^B^<\ finden wir: 
sin (£| ^ (7|) : sin (j^ ^ sin ^ : sin -y- 

und 

cos cos cos ^ - sin Ä cos (Ä ^ 5,) . 

Mit Rfi<Ucht hierauf lassen sich die beiden Drehungen des 
Lehrsatzes des § 46 immer durch eine einzige ersetzen. 
Dieser Lehrsatz kann daher auch so ausgesprochen werden: 
Jeder feste Edrper kann aus jeder gegebenen Lage in jede 
andere durch eine passend gewählte Parallelyerschiebung 
und eine einzige Drehung übergeMirt werden. Dabei kann 
noch ein Punkt vorgeschrieben werden, durch welchen die 
Drehungsaxe gehen muss. Ihre Lage im Kaume und der 
Drehungswinkel sind aber dann bestimmt 

§ 48. Die Drehungen sind unendlich klein. 

Die Formeln für die Lage der Axe und GMsse des 
Winkels der resultirenden Drehung yereinfftchen sich, wenn 
die beiden Drehungswinkel und der ursprönglich ge- 
gebenen Drehungen sehr klein sind. Dann fillt die Axe Ä 
in die Ebene der beiden anderen Drehungsaxen^lf^ und^^,. 
Femer wird dann 

sin (j^ ul Ci) : sin {B^A 6\) = w^:w^ 

und 

_ 2 ^^^2 ^ 2 COS [1\ A B.,). 

Stellt man sich jetzt die drei Drehungen durch Vectoren 
dar, indem man vom Punkte A aus auf der Axe AB^ eine 
Strecke Ton der Länge Fw^ , auf der Axe A B.^ eine 
Strecke von der Länge Fw^y auf der AzcilC^ eine Strecke 
Ton der I^ge Fw^ aufträgt, so sieht man, dass der Vector, 
welcher die resultirende Drehung darstellt» aus den Vectoren, 
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welche die Componenten darstellen, durch dieselbe Con- 
stractioii geftmden wird wie die Besultirende aus zwei 
gegebenen Kräften.^) Es ist dann auch gleicbgüHdg, welche 
der beiden znsammensetzenden Drehungen froher und welche 
nachher erfolgt, während dies bei endlichen Drehungen für 
die Lage der resultirenden Drehungsaxe nicht gleichgtlltig 
ist Bei endlichen Drehungen ist femer nur bei gegebener 
Anfangsposition die Endposition, welche der Körper in Folge 

^) Man führt für selir kleine Di'ehungen diesen Beweis einfacher 
so. In Fig. 1 5 soll ABi C ein Parallelogramm sein. Femer seien 
CX>, CEt B^G und -Bj senkrecht wsS ÄB^^ AB^j -IC und AB^ resp. 
Es sollen nirn die drei Yectoxen ÄBt, AB^, AOdet Fig. 15 dzei nnend* 
lidi kleine Drehungen eines beliebigen festen Körpers nm die betreflRBn> 
den Axen im Sinne der den Scheibchen beigesetzten Pfeile darstellen. 
UPg SS T»ABn Jr,AB^^ = T.AC seien die entsprechenden 

Drehungswinkel. Der Punkt A des 
festen Körpers erfährt in Folge aller 
di-ei Drehungen keine Verschiebung. 
Der Punkt C erfährt in Folge der 
erstok Drdrang die nnoidlich kleine 
Verschiebung ts, . OD » r, ABt . CD 
hinter die Ebene der Zeichnung, in 
Folge der zweiten Drehung die Ver- 
schiebung «r, . C E = r . A B^ . C E 
vor die Ebene der Zeichnung , beide 
senkrecht zu dieser Ebene. Da, wie 
man leicht beweist, diese beiden 
Grössen gleich sind, so erfthrt er in 
Folge der beidm Drehungen zusammen keine Ymehiebung, also die- 
selbe, die er durch die Drehung J. (7 allein erfahren würde. Der Punkt B^ 
endlich erfährt durch die erste Drehung keine Verschiebung, durch 
die zweite die Verschiebung n\ . B^ E = T. A B^ . Bi F, in Folge der 
dritten die Verschiebung «'3 . -B, G = I" . A C .B^ O ^ beide senkrecht 
zur Zeichnungsebene vor dieselbe. Aus der Gleichheit der beiden 
Dreiecke A B^ B^ und AC B^j welche beide halb so gross als das 
Parallelogramm AB^CBt Bind, folgt die Gleiehheit dieser beiden 
Verschiebungen, da der FlfielMninhalt des ersten Dreiecks gleich 
AB^.B^ F, der des zweiten gleich AC .BiO ist Es erfahren daher 
alle drei Punkte A, C und B^ und daher auch der ganze Korper in 
Folge der Drehung A C dieselbe LagenSndening wie in Folge der beiden 
Drehungen A B^ und A B^ zusammen. Der letztere Schluss würde 
hinfällig, wenn die drei Punkte A, Bi, B^ in dieselbe Gerade fielen. 
Doch überzeugt man sich leicht, dass der Lehrsatz auch dann richtig 
ist, da ddi dann die Drehungen einfach addiien oder snbtrahiren. 




Fig. 15. 
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der resnltirendeii Drehung annimmt, gleich der, welche er 
annimmt^ wenn er zuerst die erste^ dann die zweite der zu- 
sammensetzenden Drehungen erfährt Bei unendlich kleinen 
Drehungen dagegen ist die resultirende Drehung fortwährend 
den Oomponenten äquivalent; genauer gesprochen: Wenn 

sich der Körper zuerst um des Winkels um die Axe 

ÄB^f dann um des Winkels um die Axe^l^g dreht, 

so erfährt er his auf unendlich Kleines zweiter Ordnung 

wiederum dieselbe Lagenänderung, als wenn er sich um ^ 

des Winkels um die Axe A dreht und dasselbe gilt» 

wenn er sich abermals um dieser Winkel dreht, bis die 

ganzen Winkel beschrieben sind. 

Alle Sätze über Zerlegung und Zusammensetzung von 
Kräften folgen aus dem Satze vom Kräftenparallelogramme 
und sind daher unverändert auf unendlich kleine Drehungen 
anwendbar, wenn letztere in der geschilderten Weise durch 
Vectoren dargestellt werden. Man kann beliebig Tiele un- 
endlich kleine Drehungen um Axen, die sich in einem Punkte 
schneiden, zu einer einzigen Resultirenden zusammensetzen 
oder euie Drehung in beliebig viele Componenten um der- 
artige Azen zerlegen« Unter anderen kann man eine be- 
liebige unendlich kleine Drehung um eine Axe, die durch 
den Ooordinatenurspmng geht, in drei zusammensetzende 
Drehungen um die drei Goordinatenaxen zerlegen, wobei die 
Pfeile, welche die Drehungen darstellen, so gefunden werden, 
als ob sie Kräfte darstellten. 

§ 49. Allgemeine Bewegungsgleichungen für einen festen 

Körper. 

Nach dem Gesagten ist es ein Leichtes, die analytische 
Form für die virtuelle Verschiebung eines festen Körpers 
zu finden, dessen Theile sonst keiner Bedingung unterworfen 
sind, als dass sie sftmmtlioh starr yerbunden sind. Wir 
können jede beliebige unendlich kleine Yerschiebnng des 
Körpers erzeugen durch eine Parallelverschiebung und eine 
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Drehung um eine Axe» die duüh den Goordinatennnpning 
geht Die ParaUehenchiebnng können wir in drei Yer^ 
Schiebungen nach den drei Coerdinatenrichtungen um die 
Stücke Sf resp. Sri^ 8Z zerlegen, die Drehung in drei zu- 
sammensetzende Drehungen um die drei Coordinatenaxen 
um die Wiukei Öa resp. öß und Öy. Diese sechs Grössen 



können offenbar ganz unabhängig voneinander ganz beliebige 
Werthe haben. 

Den Goefficienten von J | im Ausdrucke 98) finden wir, 

indem wir alle übrigen der Grössen 133) gleich Null setzen. 
Es werden dann die Variationen der 3--Coordinaten für alle 
Punkte untereinander gleich und gleich S^, alle anderen 
Coordinatenvariationen aber gleich Null. Die linke Seite 
des Ausdruckes 93) yerwandelt sich daher iu: 



Der Goefficient Ton ^| muss yerschwinden, da die sechs 

Yariabeln 133) yollkommeu Toneinander unabhängig sind. 

Daher folgt: 



was mit der ersten der Gleichungen 64) identisch ist. 

Ebenso folgen die entsprechenden, auf die anderen 
Coordinatenaxen Bezug habenden Gleichungen. 

Häuhg, besonders wenn nach mehreren Indices zu sum- 
miren ist, entstehen leicht Verwirrungen, wenn man nicht 
jede Grösse, die in den verschiedenen Gliedern der Summe 
einen yerschiedenen Werth hat» durch einen angehängten 
Index bezeichnet Hier ist jedoch die Sache so einÜBUsh, 
dass irir kflnftig den Index h und die Grenzwerthe Uber 
und unter dem Summenzeichen weglassen wollen, ohne einen 
Irrthum zu befürchten, wie die Summe zu bfldmi ist. 

Dazu kommt noch folgender Umstand: Es kann sein, 
dass auf diejenigen materiellen Punkte des Körpers keine 



133) 



^i, öii, äC, öa, öß, öy 



h = n 
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äusseren Kraft wirkt» welche gerade dessen Hauptmasse aus- 
machen. Andererseits können die Punkte, auf welche die 
äusseren Kräfte wirken, durch Stangen von yerhältnissmässig 
kleiner Masse mit dem Körper yerbnnden sein, was zur 
Fiction f&hr^ dass sie dnrch massenlose Yorrichtimgen starr 
damit Terbimden sind, dass also die Hassenpnnkte des 
Körpers andere als die Angriffspunkte der Kr&fte sind. 
Dann ist es oft bequemer, die Summation nach den Massen 
nur Ober die ersteren, die Uber die Kräfte nnr Uber die 
letzteren Punkte zu erstrecken, obwohl man auch dann beide 
Summen über alle Punkte erstrecken und für die ersteren 
einfach die Kräfte, für die letzteren die Massen gleich Null 
setzen kann. Wir schreiben also statt der letzten Formel 
einfach 



Um den Coefficienten von im Ausdrucke 93) zu 
linden, haben wir wieder alle anderen der Grössen 133) 
bis auf 8 a gleich Null zu setzen und die in diesem Falle 
auftretenden Zuwächse der Coordinaten der verschiedenen 
Punkte des Körpers zu bestimmen. Diese Coordinaten- 
zuwächse sind diejenigen, welche eintreten, wenn der Körper 
keine andere Lagenänderung aXs eine Drehung um den un- 
endlich kleinen Winkel Bu nm die Abscissenaxe in dem 
Sinne erfahrt, in dem man auf kürzestem Wege von der 
positiven y- zur positiven «-Axe gelangt Dabei beschreibt 
ein Pnnkt^ der die Coordinaten % hat und sich in der 
Entfernung r yon der Abscissenaxe befindel^ einen unendlich 
kleinen Kreisbogen von der Länge rBu^ der senkrecht auf 
der Geraden r steht Die Projectionen dieses Bogens auf 
die drei Goordinateniichtungen sind daher: Null, —xdee^y Ba, 
Die Veränderungen der Coordinaten des in Bede stehenden 
Punktes sind daher 

135) ^a; = 0, Öy=^—zöcc, dx^^ySa. 



Durch Sabstitation dieser Werthe geht die linke Seite der 
Belation 98) über in: 



134) 
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Hier muss wieder der Coetrtcient von Öu verschwinden, 
wodurch sich die mit der Gleichung 70) identische Gleichung: 

ei^ebt Die sechs Gleichungen, welche man erhält, wenn 
man zu den Gleichungen 184) und 130) die analogen fbr 
die ™d «-Aze hinzufügt, sind also nothwendig und hin- 
reichend, um die sechs zur Bestimmung der Lage eines festen 
Körpers erforderlichen Variabein als Functionen der Zeit 
zu finden, wenn die Anfangswerthe der Variabein selbst 
und ihrer Differentialquotienten nach der Zeit, sowie die 
äusseren Kräfte gegeben sind. Die letzteren kommen nur 
in den sechs Ausdrücken 

vor, welche wir schon in § 29 die Componentensummen 
und die Momente der Eraffce bezüglich der Gpordinatenaxen 
genannt haben. Wenn daher ein beliebiges anderes System 
▼on £i9lten auf denselben festen Körper wirkt, dessen 
Hieüchen dieselben Positionen, Geschwindigkeiten und Gb- 
schwindi^eitsiiditungen haben, so wird derselbe, wenn zur 
betreffenden Zeit fOr das zweite Kraftoystem diese sechs 
Grössen dieselben Werthe wie für das erste haben, durch 
dasselbe die gleichen Beschleunigungen wie durch das erste 
erfahren. Man sagt dann, beide Kräftesysteme sind einander 
äquivalent Wenn dies durch eine längere Zeit gilt und die 
Positionen, Geschwindigkeiten und Geschwiiidigkeitsrichtungeii 
aller materiellen Punkte zu Anfang dieser Zeit die gleichen 
sind, 80 wird der Körper unter dem Einflüsse des einen oder 
des anderen Kraftsystems während der ganzen Zeit dieselbe 
Bewegung machen.^) 

*) Wenn ein Kräftesystem K einem anderen A äquivalent ist, 
so erzeugt, wie man sofort aus unseren Gleichungen sieht, auch K mit 
einem dritten ELr&ftesysteme K' zusammen dieselbe Bewegung, wie Ä 
mit nuammen. Speeiell wenn sieh K and K das Gleichgewicht 
halteBi 80 halten lieh auch Ä und das Gleiehgewieht 
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So ist jede Kraft einer gleichen gleichgerichteten äqui- 
valent, wenn die Verbindungslinie beider Angrifispnnkte in die 
Bichtung der Er&fte fällt Man sagt, der AngrifiEspnnkt jeder 
Kraft kann bei nnge&nderter Gfrdsse und Bichtong derselben 
nach jedem anderen in ihrer Bichtnng liegenden Punkte 
versetzt werden, ohne deren Wirkung auf den festen Körper 
zu finden) ; denn dadurch werden weder die Grössen A, B, C, 
noch die Momente der betreffenden Kraft bezüglich der 
Coordinatenrichtungen verändert. Letzteres folgt unmittel- 
bar aus der in § 29 durch die Gleichung 71) gegebeneu 
geometrischen Deiinition des Momentes. 

Lässt man irgend ein Kraftsystem und gleichzeitig ein 
damit äquivalentes, in dem man aber die Kichtung jeder 
Kraft ohne Aenderung der Grösse umgekehrt hat, auf den 
Körper wirken, so haben alle sechs Grössen 137) den Werth 
Null; der Körper bewegt sich also gerade so, als ob gar 
keine Kräfte auf ihn wirkten, wobei selbstverständlich^ wenn 
der Körper niclit mht^ im Allgemeinen nicht die Beschleu- 
nigungen aller Punkte desselben Null sem werden. Jedes 
Krftftesystem hält daher einem umgekehrten äquivalenten 
das Gleichgewicht (vergl. Schluss des § 85, sowie §§ 70 
und 78). Alle Kräfte eines auf einen festen Körper wirkenden 
Kräftesystems werden sich das Gleichgewicht halten, wenn 
die sechs Grössen 137) verschwinden. Der feste Körper wird 
dann, wenn anfangs alle seine Punkte in Ruhe waren, in 
Ruhe bleiben, wenn er in Bewegung war, sich so bewegen, 
als ob keine Kräfte auf ihn wirkten, oder w^enn das Gleich- 
gewicht nur in einem bestimmten Zeitmomente herrschte, so 
werden alle seine Punkte in diesem Zeitmomente dieselbe 
Beschleunigung erfahren, als ob in diesem Zeitmomente 
keine Kräfte auf ihn wirkten. 

Es sei hier noch ein Satz erwähnt, der später in der 
filasticitätalehre Anwendung findet Wenn auf einen festen 
Körper gewisse Kräfte wirken, so wird er im Allgemeinen 
dnrdi dieselben ein wenig deformirt Wenn er nach der 
Deformation ruht und sich die Kräfte das G-leiohgewiclit 
haltetty 80 kann dieses dadurch nicht gestört werden, daas 
man die The&e des Körpers in der Lage, die sie nach der 
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Deformation angenommen haben, beliebig starr Terbindet. 
Denn die Theüchen üben ohnedies schon solche innere 
Eriffce aufeinander ans, welche den ftosseren das Gleich- 
geivicht halten. Durch die starre Verbindung würden sie 
dazn noch befthigt» bei der kleinsten Aendenmg ihrer Ent- 
fernung VerbindungBkrftfte Ton 'beliebiger Grosse aufeinander 
auszuüben. Sie sind also um so mehr noch f&hig, die EjAfte, 
welche sie ohnedies schon aufeinander «nsAben, weiter un- 
geändert auszuüben. 

§ 50. Wann haben Kräfte, die auf einen festen Körper 
wirken, eine Besultirendef 

Wir können nach dem Gesagten auch die Fmge beant- 
worten, wann sich ein auf einen festen Körper wirkendes 
System von Ki'äften durch eine einzige Kraft ersetzen lässt, 
welche also, wenn dies nur für einen Zeitmoment gilt, während 
dieses Zeitmomentes dieselbe Beschleunigung jedes Punktes 
des Körpers erzeugt. Wenn sich aber das während jedes Zeit- 
momentes einer endhchen Zeit auf den festen Körper wirkende 
System Yon Kräften durch eine einzige Kraft ersetzen lässt, die 
natürlich in Qrosse und Richtung mit der Zeit Yoränderlich 
sein kann, so erzeugt dieselbe während jener ganzen Zeit 
bei gleichen Anfangsbedingungen dieselbe Bewegung, wie das 
System Ton Kräften. Man sagt dann^ diese einzige Kraft ist 
dem Eraf^ysteme ftquiyalent oder sie ist eine Besultirende 
desselben. 

Dazu ist erforderlich, dass die sechs Grössen 137) fOr 
die eine Kraft (die Besultirende) dieselben Werthe haben, 
wie für das gegebene Eraftsystem. Es mfissen also Ay B, O 

die Componenten der Resultirenden nach den drei Coordi- 
natemüchtungen sein. Sind ^, J die Coordinaten ihres 
Angriffspunktes, so muss femer: 

138) 7]C-CB=D, ^A-IC=E, iB-7jA^F 
sein. Hierbei sind A, Bf C, D, E, F die Werthe der sechs 
Ghrössen 137) für das gegebene Eraftsystem. Addirt man 
die Gleichungen 138), nachdem man die erste mit die 
zweite mit B, die dritte mit C multiplicirt hat, so folgt: 

139) ÄD + BE+ CF^O. 
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Diese Gleichung muss also zwischen den sechs durch 
das gegebene Kräftesystem bedingten Grössen 137) notb- 
wendig erfüllt sein, wenn dieses Überbaapt dnrob eine einzige 
Kraft ersetzbar Bein boU» d. b. wenn überbaapt eme Beeiil« 
tirende existiren soll. Ist sie erfiült und wenigstens eine 
der Grössen A,B, 0 von Null verscbieden, so eadstirt immer 
eine Besnltirende. Ist z. B. Ä Ton Nnll Torscbieden, so folgt 
ans den beiden letzten der Gleicbongen 188) 

140) fi^-j + - 

und die Substitution dieser Warthe zeigt, dass auch die 
erste der Gleichungen 138) erfüllt ist. Da zwischen den 
drei Coordinaten des Angriffspunktes der Resultirenden nur 
die zwei Gleichungen 140) bestehen, so ist diese zwar in 
Grösse und Richtung bestimmt, als Angriffspunkt derselben 
kann aber jeder beliebige Punkt der durch die Gleichungen 140) 
bestimmten Geraden, welcbe die Bicbtung der Eesultirenden 
hat, gewählt werden. Dass, wenn eine Resultirende existirt, 
audi jeder andere Punkt ihrer fiichtong als Angri&punkt 
gewSblt werden kann, folgt natürlich schon aus dem Satze 
über die Yersetzbarkeit Ton Kräften an festen KtVxpem. 
Falls der gewählte Angriffspunkt der Resultirenden nicht 
ohndiin schon dem festen Körper angehören wttrde, mfisste 
er natOrüdli fest damit yerbunden gedacht werden (durch 
massenlose Versteifungen etc.). Denn unsere Formeln gelten 
nur für Punkte, welche fest mit dem Körper verbunden sind. 

Falls A — B = C7 = 0 ist, können die Gleichungen 1 38) 
nur erfüllt sein, wenn auch D = E = F = 0, wenn also die 
Kräfte des gegebenen Kräftesystems sich untereinander das 
Gleichgewicht halten. Die Eesaltirende ist dann natür- 
lich Null. 

Ein specielles Beispiel liefert der Fall, dass alle Kräfte, 
welche auf einen festen Körper wirken, untereinander parallel 
sind. Wir wollen dann mit a, 5, c die Eichtnngscosinus 
einer mit ihnen parallelen Geraden Q bezeichnen, welche 
wir, wenn alle Kräfte im selben Sinne wirken, eben&lls in 
diesem Sinne ziehen. Wenn nichts so wollen wir sie in dem 
Sinne ziehen, dass die Summe der Intensitäten der im gleichen 



Digilized by Google 



172 V. § 50. Besoltiieiide beim festen Köxper. [OL 141. 



Sinne wirkenden Kräfite grösser ist als die Summe der im 
entgegengesetzten Sinne wirkenden Krftfte. Dann ist 

X«aP, 7^bP, Z^cR 

Dabei ist P die Kraft, welche auf irgend einen Punkt des 
Körpers, dessen Coordinaten x, y, r sind, wirkt. Wir geben 
ihr das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem sie 
die Richtung der Geraden G oder die entgegengesetzte hat. 
A', Y, Z sind die Comi)onenten der Ki'aft P in den Coordi- 
natenhchtungen. Der Factor a ist für alle Kxätte gleich, 
ebenso b und o. Es ist also 

D^b'^xP-e^yP, E = e^x P ^ a'^zPy 

F=a^yP^h^xR 

Die Bedingung 139) ist also erfüllt und es existirt immer 
eine Besultirende, wenn nicht A = B = (7=0, also ^.P=U 
ist^ von welchem Falle später die Rede sein soll. 

Die Intensiiät der Resultirenden ist ^Pj also die 
algebraische Summe der Intensitäten aller Einzelkräfte. Die- 
selbe bat die Bichtang der Geraden O, ist also parallel den 
gegebenen Kräften und wirkt in dem Sinne, fOr welchen die 
Summe der Intensitäten der dahin gerichteten Kräfte grösser 
ausftUi Die Gleichungen 140) reduciren sich auf 




Diese Gleichungen sind sicher erfüllt, wenn 

141) S = •» — 2P ' 6 = 2P 

ist. Der Punkt, dessen Coordinaten durch diese Gleichungen 
bestimmt sind, heisst der Mittelpunkt der parallelen Kräfte. 
Er kann als AngnfEspunkt der Besultirenden gewählt Vierden. 
Als solcher kann auch jeder andere Punkt der durch ihn 
der Richtung der Kräfte parallel gezogenen Geraden ge- 
wählt werden. Der erstere Angri£fopunkt hat jedoch einen 
besonderen Vorzug. Die durch die Gleichungen 141) ge- 
gebenen Werthe seiner Coordinaten sind nämlich unabhängig 
Yon a, bf Cy also von der Bichtung der parallelen Kräfte. 
Er hOrt also nicht auf, Angriffspunkt der Besultirenden zu 
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sein, wenn sich blos diese Bichtung ändert, d. h. wenn die 
Intensität jeder der Kräfte unverändert bleibt und anch jede 
nnTeribudert auf denselben Funkt des Körpers wirkt, sich 
aber die Bichtang aller EjAfte in gleicher Weise ändert^ so 
dass alle parallel bleiben nnd auch die Gleichgerichteten 
wieder gleidigerichtet sind. 

Da nur die relative Lagenänderung maassgebend ist, so 
bleibt der Mittelpunkt auch Angriffspunkt der Besultirenden, 
wenn er mit dem Körper fest verbunden ist und letzterer 
sich beliebig dreht oder im Räume verschiebt, sobald dabei 
auch die Augrilfsp unkte der auf ihn wirkenden parallelen 
Kräfte fest mit dem Körper verbunden sind und letztere 
weder Grösse noch Richtung ändern. 

Wir haben bisher den Fall ausgeschlossen, dass ^P=0 
ist. In diesem Falle wird A = B =s (7=0. Eine Resultirende 
existirt, wie wir sahen, dann nur, wenn auch D = E = F = 0 
ist, d.h. die gegebenen Kräfte sich das Gleichgewicht halten. 

§ 51. Speoielle fälle paralleler Kräfte. 

Ak ganz spedelles Beispiel erwähnen wir den FaJl^ 
dass zwei parallele Krfifte auf einen festen Körper wirken. 
Wir wählen den Angri&punkt der ersten zum Goordinaten- 
urspmng und ziehen die positive Absdssenaze durch den 
Angriffspunkt der zweiten Kraft. Der Mittelpunkt liegt dann 
auf der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte und seine Ent- 
fernungen von diesen verhalten sich umgekehrt wie die In- 
tensitäten der Kräfte. Wenn die beiden Kräfte gleich ge- 
richtet sind, so liegt der Mittelpunkt zwischen iliren Angriffs- 
punkten, sonst jenseits des Angriffspunktes der grösseren Kraft. 

Die Ableitung dieser Resultate aus den Gleichungen 141) 
ist 80 leicht, dass wir nicht weiter darauf eingehen wollen. 
Wenn beide Kräfte gleich, aber entgegengesetzt gerichtet 
sind» so halten sie sich das Gleichgewicht, wenn ihre Eich- 
tungen in dieselbe Gerade fallen. Sonst haben sie keine 
Besnltirende, sondern bilden das, was man ein Kräftepaar 
nenn1> wovon später die Rede sein solL 

Wir sahen bereits, dass jedes Masseniheilchen m eines 
schweren, geworfenen, sich nicht drehenden KözpeiB so be- 



174 



V. § 51. Spedeile FftUe paxaUeler Krifto. 



[GL Ul. 



wegt, als ob darauf eine unveränderliche, gegen den Erd- 
mittelpunkt gerichtete Kraft mg (dessen Gewicht) wirkte, 
wobei g an dersi llten Stelle der Erde für alle Masseatheil- 
eben denselben Werth hat und die Beschleunigung der 
Schwere heisst Wir suchen nun unter der Hypothese, dass 
auch in allien anderen Fällen die Wirkung dcnr Schwere mit 
der eben besehiiebenen Kraft mg identisch ist, die Besnl- 
tirende der gesammten Wirkung der Schwere anf irgend 
einen ÜBsten Körper. Wegen der grossen Entfernung des 
Erdmittelpunktes sind alle anf die verschiedenen Massen- 
theilchen wirkenden Kräfte parallel und gleich gerichtet 

Die Resultirende aller Kräfte, welche die Schwere auf 
deu ganzen Körper ausübt, ist daher ebenfalls gegen den 
Erdmittelpunkt gerichtet; ihre Intensität 

ist gleich der Summe der Gewichte aller Massentheilcheii, 
welche mau das gesammte Gewicht des Körpers nennt und 
w^elches gleich der mit der Beschleunigung der Schwere 
multiplicirten Gesammtmasse desselben ist. Der Mittelpunkt 
der parallelen Kräfte hat Termöge der Gleichungen 141) 
die Coordiuaten 

Es ist also der Punkt» welchen wir schon früher den Schwer- 
punkt genannt haben. Wenn sich der Körper dreht, ändert 

sich das Gewicht der einzelnen Massentheilchen weder in 
Grösse, noch in Richtung, noch im Angriffspunkte. Der 
mit dem Körper fest verbunden gedachte Schwerpunkt hört 
also nicht auf Angriffspunkt der Resultirenden aller auf 
alle Massentheilchen des Körpers wirkenden Schwerkräfte 
zu sein, wenn sich der Körper behebig bewegt Wenn man 
daher eine einzige Kraft Ton der Intensität des gesammten 
Gewichtes des Körpers an dessen Schwerpunkte anbringt, 
so erzeugt dieselbe in jedem Augenblicke die gleiche 6e* 
wegnngy wie die verschiedenen auf die einzelnen Theilchen 
des Körpers wirkenden Schwerkräfte. Man kann, wie man 
sich ausdrftckty das ganze Gfewicht des Körpers in dessen 
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Schwerpunkte concentrirt denken. Man darf aber dabei nicht 
Yergessen, dass dies nur so lange gilt, als dor Körper als 
starr betrachtet werden dar£ Die elastische Deformation 
des Körpers, z. B. die Compression oder Biegung durch sein 
eigenes Gewicht, wäre natürlich eine ganz andere » wenn 
die Schwere statt auf alle Theilchen des Körpers nur auf 
deesen Schwerpunkt wirken wflrde. AUe diese G^esetze blB- 
stfttigen sich in der Erfahrung, so dass wir also unsere 
Hypothese über die Wirkung der Sdiwere auf die ICassm- 
theüchen eines Körpers als in der Erfahrung wohlbegründet 
betrachten dürfen. 

§ 52. Theorie der Xriltepaaro. 

Unter einem Kräftepaare verstanden wir zwei gleiche 
entgegengesetzt gerichtete Kräfte, die aul einen festen Körper 
wirken und nicht die gleiche Richtung wie die Verbindungs- 
hnie ihrer Angriffspunkte haben. Die Ebene, welche beide 
Angrilispunkte und die Richtungen beider Kräfte enthält, 
heisst die Ebene des Kräfkepaares. Die darauf errichtete 
Normale heisst die Aze des Kräfkepaares. Sie ist immer in 
dem Sinne zu ziehen, dass das Paar um sie im positiven 
Sinne zu drehen sucht, d. L dass sie gegen die Drehungs- 
richtung des Kräftepaares dieselbe Lage hat, wie die positiTC 
«-Aze g^;^ die Drehung Ton der posttiTen a>>Aze auf kOr- 
zestem Wege zur positiyen ^Aze, dass also bei Zugrunde- 
legung eines französischen Ooordinatensystems das Paar f&r 
ein Auge im Sinne des Uhrzeigers zu drehen sueh^ das von 
dorther blickt, wohin die Axe zeigt. 

Wir wollen beide Kräfte durch Pfeile ausdrücken und 
den Proportionalitätst'actor zwischen Kraft und Pfeil gleich 1 
setzen. Das Parallelogramm, welches wir erhalten, wenn wir 
den Angriffspunkt jeder Kraft mit dem Endpunkte der anderen 
Kraft verbinden, nennen wir das Parallelogramm des Kräfte- 
paares, seinen Flächeninhalt dessen Totalmoment. Für jedes 
Kräftepaar ist ^ = s» (7 = 0. Das Moment D der beiden 
Kräfte des Kräftepaares bezttgUch der Abscissenaxe finden 
wir nach Formel 71), indem wir die Pfeile, welche die 
beiden Kräfte darstellen^ auf die y «-Ebene projiciren, jede 
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Projection mit ihrem senkrechten Abstände vom Coordinaten- 
iirspninge multipliciren und die Differenz dieser beiden 
Producte bilden. Diese Differenz ist, wie man unmittelbar 
sieht^ gleich dem Flächezunhalte der Projection des Parallelo- 
gramms des Kräftepaares, also seines Totalmomentes auf die 
yjc-Ebeue und zwar mit positiven oder negativen Zeichen, 
je nachdem die Projection des Paares auf die ^^i^-Ebene 
den Edrper im positiTen oder negativen Sinne nm die posi- 
tive Abscissenaxe zn drehen sncht Analog werden ^ nnd JP 
gefunden« 

Die Werthe von D, E nnd sind alle* nnr abhängig 
Ton der Richtong der Ebene des Paares ^ ▼on dem Total- 
momente desselben und von dem Sinne, in dem es zu drehen 
sucht. Da aber A, B und C für jedes Paar verschwinden, 
so sind alle Paare äquivalent, d. h. sie erzeugen unter allen 
Umständen dieselbe Bewegung des festen Körpers, wenn nur 
ihre Ebenen parallel, ihre Totaluiomente gleich und ihr 
Drehuugssinn derselbe ist. Man kann daher jedes Kräfte- 
paar in seiner Ebene beliebig versetzen, sein Parallelogramm 
in derselben beäebig drehen und durch ein anderes von 
gleicher Fläche und gleichem Drehungssinn ersetzen und 
ancli die Ebene des Paares parallel zu sich selbst beliebig 
verschieben, ohne dass das Kräftepaar aufhört, genan die 
gleiche Wirkung auf den festen Körper auszuüben. 

Wie Drehungen, kann man auch jedes Erftftepaar durch 
einen Yector V darstellen. Derselbe kann von einem be- 
liebigen ihmkte des Baumes aus gezogen werden, seine Bich- 
tung muss die der Aze des Erftitepaaies, seine mit einem 
passenden, ein fbr allemal constantem Bednctionsfactor F 
multiplicirte Länge gleich dem Totalmomente des Kräfte- 
paares sein. Wenn man von den Dimensionen absieht, kann 
man natürlich auch /'= 1 setzen. 

Die drei Grössen D, E, F sind die mit F multiplicirten 
Projectionen dieses Vectors auf die drei Coordinatenrich- 
tungen, denen wir das positive oder negative Zeichen er- 
theilen, je nachdem sie in die positive oder negative Coordi- 
natenrichtnng fallen. Dj E und F sind also durch den 
Yector eindeutig bestimmt. Alle Paare, welche in dieser 
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Weise durch den gleichen Yector dargestellt werden, sind 
äquivalent und man sieht sofort^ dasB bei dieser Darstelliings- 
weise Eri^paare genan so zn Besultirenden zusammen- 
gesetzt oder in Componenten zerlegt werden können, wie 
einfache Erifte. Seien F^, r,, die Projectionen des 
Vectors F, welcher unser KrSftepaar darstellt, auf die drei 
Coordinatenaxen, so stellen diese drei neuen Vectoren Kräfte- 
paare dar, für welche die Momente bezüglich der Coordi- 
natenaxe die Werthe 

A 0, 0; 0, 0 resp. 0, 0, F 

haben. Für diese drei Kräftepaare zusammen ist also die 
Summe der Momente bezüglich der Coordinatenaxen genau 
so gross, wie für das ursprünglich gegebene Kräftepaar, und 
da für alle Paare A = B — C = 0 ist, so sind die drei durch 
die Vectoren FJ , V^, Fg dargestellten Kräftepaare zusammen 
dem einzigen durch den Vector V dargestellten äquivalent, 
genau so wie die drei durch die Pfeile F^, Fg, Fg dar- 
gestellten Kräfte die Componenten der durch F dargestellten 
Kraft sind. Dieser Satz ist zwar nur ein specieller Fall der 
Anwendbarkeit der Oonstruction des KräftenparaUelogramms 
auf Kräftepaare; man kann aber sofort daraus den all- 
gemeinen Fall beweisen, indem man jedes Paar in drei 
Componenten nach den drei Coordinatenaxen zerlegt und 
dann nachweist^ dass diese für die Besultirende gleich aus- 
fallen wflrden, wie für die Vereinigung aller Componenten. 

§ 58. Ersetzung beliebiger Kräfte durch eine Kraft 

und ein Paar. 

Es sei ein beliebiges auf einen festen Körper wirkendes 
System TOn Kräften gegeben. Wir sahen, dass es nicht 
immer möglich ist» eine einzige Kraft zu finden, welche dem 
gegebenen KraHesysteme ftqulyalent ist Es ist aber immer 
möglich, eine Kraft und ein Kräftepaar zu finden, welche 
zusammen dem gegebenen KriLftesysteme äquivalent sind, 
wobei noch der Angriffspunkt der Kraft beliebig gewählt 
werden kann. Seien O die Summen der Componenten 
der gegebenen Kräfte, E, F die Summen ihrer Momente 

BültzmanD, Mechanik I. 18 
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bezüglich der Goordinatenazeiii so kann man vom Coordi- 
natonorapmnge aus, den man beliebig wSblen kamii zwei 
Vectoren Ton OK und OP sieben y'welcbe eine Kraft nnd 

ein Kräftepaar mit den Componenten 5, C resp. D, F 
in den Coordinatenrichtungen darstellen. Man nennt sie die 
resultirende Kraft und das resultirende Paar. Beide zu- 
sammen sind dem gegebenen Kräftesysteme äquivalent, da 
für die Kraft D, und F, für das Paar A, B und C ver- 
schwinden, daher für die Kraft und das Paar zusammen die 
sechs Grössen -4, B, C, D, Ej F dieselben Werthe haben, 
wie fiir das ursprünglich gegebene Eräftesystem. 

Das Paar können wir dabei durch einen beliebigen 
gleichen und gleich gerichteten, von einem anderen Punkte 
des Baumes ausgehenden Vector darstellen. Wenn wir aber 
ftlr die Kraft einen anderen, nicht in ihrer Bichtnng liegen- 
den Angri£GBpankt wilhlen, so müssen wir das Paar in einer 
Weise yeriüidem, die man durch die nachfolgenden Be- 
trachtungen finden kann. 

Es wirke auf einen festen Körper eine einzige Kraft. 
O sei ihr Angriffspunkt, OK der Pfeil, der sie in Grösse 
und Richtung darstellt. Wir können ihre Wirkung auf den 
festen Körper immer ersetzen durch eine gleiche, gleich ge- 
richtete Kraft, die in irgend einem anderen Punkte O' an- 
greift, der nicht in der Richtung der ersteren Kraft liegt, 
und ein Kräftepaar. Um dies zu zeigen, fügen wir noch 
zwei Kräfte O' K' und O'K" hinzu, welche beide im Punkte O 
angreifen ) von denen die erste gleich und gleich gerichtet, 
die zweite ebenfalls gleich, aber entgegengesetzt gerichtet 
wie die Kraft OJC ist. Da sich diese beiden Kräfte auf- 
heben, so ist die gegebene Kraft OK äquivalent mit dem 
Systeme, das aus den drei Kiftften OJT, (XJT und O K^ 
besteht Die beiden Kriifte OK und OK" bilden aber ein 
Kr&ftepaar, welches wir durch einen Vector (XP' darstellen 
können, der senkrecht auf der Ebene OKO m demjenigen 
Sinne steht, dass um ihn die Drehungsiichtung des Paares, 
also audi die yon OK gegen 0(7 auf kürzestem Wege im 
positiven Sinne geschieht Das Moment des duich O F dar- 
gestellten Kräftepaares ist gleich der Fläche des Parallelo« 
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gramms OKCtK!% aIbo der doppelten Flftche des DreieckB 
.OKO. Diese doppelte Fläche ist also i^eieh der mh 
multipliGirteii Länge des Yectors OF'. 

Die Kraft OK und das so gefundene Paar sind 

immer der einen Kraft 0 JT äquivalent» was wir den Satz 142) 
nennen wollen. 

Sei nun ein beliebiger fester Körper und ein beliebiges 
darauf wirkendes System von Kräften gegeben. Dasselbe 
sei der Kraft OK und dem Paare OP äquivalent. O sei 
-ein beliebiger anderer Punkt. Es sei die Aufgabe gestellt, 
-das ursprünglicb gegebene Kräftesystem durch eine im 
Funkte O angreifende Kraft und ein Kräftepaar zu er- 
setzen. 

Wir können das Paar auch durch einen TOn O ge- 
zogenen, mit OP gleichen und gleich gerichteten Pfeil OF^% 
^e Kraft aber durch eine auf O wirkende^ mit gleiche 
und gleich gerichtete Kraft OK und noch durch ein Paar 
OV^ ersetzen, das durch die Bedingungen 142) bestimmt ist 
Die beiden Paare (XP' und CXP" können vir zu einem ein- 
zigen Paare OV* zusammensetzen ^ welches also mit der 
Kraft O'iT vereint dem ursprtlnglich gegebenen Kräftesysteme 
iiL^uivalent ist, womit die gestellte Aufgabe gelöst ist. 

Die neue Resultirende O K ist gleich und gleich ge- 
richtet der alten OK. Das neue resultirende Paar OF"' 
aber hat nur dann das gleiche Moment und eine gleich ge- 
richtete Axe wie das frühere resultirende Paar OP, wenn 
•der Punkt O in der Richtung der Kraft OK liegt. 

Es verdient noch erwähnt zu werden, dass der An- 
•griflbpunkt O der resultirenden Kraft immer so gewählt 
werden kann, dass dieselbe auf der Ebene desjenigen Paares, 
welches mit ihr vereint dem gegebenen Eräftesysteme äqui- 
Talent ist^ senkrecht steht» dass also die Axe des resultiren- 
den Paares die Bichtung der ;resultirenden Kraft hat Man 
nennt den Inbegriff einer auf einen festen KOrper wirkenden 
Kraft und eines ebenfisüls darauf wirkenden Paares , dessen 
Axe die Bichtung der Kraft hat, öfters eine Dynamo. 

Dass der Angriffspunkt der resultirenden &aft wirklich 
immer so gewählt werden kann, beweisen wir wie folgt. 

12» 
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Es giebt stets, wie wir wissen, eine in einem beliebigen 
Punkte 0 angreifende Kraft OK, welche, vereint mit einem 
Paare OPy dem gegebenen Krftftesysteme äquivalent ist 
Man kann das Paar immer in zwei Gomponenten zerlegen, 
welche dnroh die Yectoren OF, ON daigestellt sind, von 
denen der erstere in dieselbe G^erade wie die Kraft OJT 
fällt, der letztere darauf senkrecht steht. Man ziehe nun 
die Gerade O O' senkrecht auf die Ebene N 0 K nach der- 
jenigen Seite hin, dass die Drehung, welche OÄ'auf kürzestem 
Wege nach O Ö überführt, um ON \vs\. negativen Sinne ge- 
schieht Dem Stücke 0 Ö giebt man die Länge F. O XI O K. 

Nach dem Satze 142) ist nun die Kraft OK äquivalent 
einer gleichen, gleich gerichteten, in (J angreifenden Kraft 
CXJTund einem Paare, welches dieselbe Axe und dasselbe 6 e- 
sammtmoment, aber gerade den entgegengesetzten Drehungs? 
sinn wie das Paar 0 N hat und sich daher mit diesem auf- 
hebt Das Paar OJP aber kann anch durch einen Reichen, 
gleich gerichteten, von O aus gezogenen Pfeil OF dai^ 
gestellt werdea Die Kraft OKf und das Paar OF^ dessen 
Axe in die Richtung der Kraft (/K* fillt, dessen Ebene also 
senkrecht darauf steht su^d also dem uraprOnf^ich gegebenen 
Kräftesysteme äquivalent Da und OJV die Katheten 
eines rechtwinkeligen Dreiecks sind, dessen Hypothenuse 0 P 
ist, so ist nothwendig 0F<^ OF. 

Wenn also die resultirende Kraft in (X oder einem 
beliebigen anderen Punkte der unendlichen Geraden (7 K' 
angreift, so dass sie die Richtung der Axe des dazu ge- 
hörigen resultirenden Paares hat, so ist das Moment des 
letzteren kleiner, als bei jeder anderen Lage des AugnÜ's- 
Punktes der resultirenden Kraft. 

§ 54. Ersatz einer Drehung durch eine andere und eine 
ParallelTersohiebang. Schraubenbewegung. 

Ganz analog« Sätze lassen sich ftLr Drehungen ent> 
irickeln. Gerade so wie jedes KrSftesystem durch eine einzige 
Kraft und ein einziges Paar ersetzt werden kann, so kann 
jede beliebige LagenSnderung eines festen Körpers durch 
den Verein einer einzigen Drehung und einer einzigen Parallel« 
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yerschiebnng erzeugt werden. Gerade so wie der Veotor, der 
ein Eräftepaar darstellt^ Ton jedem Punkte des Baumes ans 
gezogen werden kann, so kann auch der Vector, der die 
ParailelTerschiebang daroteUt, von jedem Punkte dee Baumes 
aus gezogen werden. Derselbe soll daher wieder mit OP 
bezeichnet werden. Der Vector, welcher die Drehung aus- 
drückt, kaim Ton jedem Punkte der Drehimgsaze aus ge- 
zogen werden, wie der Vector, der eine Kraft davstellt^ ton 
jedem Punkte ihrer Bichtang aus gezogen werden kann. 
Ein Vector, welcher eine Drehung darstellt, soll daher wieder 
mit OK bezeichnet werden. Ein von einem beliebigen an- 
deren Punkte (y aus gezogener Vector (7X', der gleich und 
gleich gerichtet wie OK ist, stellt uns eine gleiche, gleich 
gerichtete Drehung um eine parallele Axe dar. 

Genau so wie früher die Kraft OK äquivalent der Kraft 
<XJl' und einem Paare C/ F' war, so ist auch die Lagen- 
änderung, welche durch die Drehung OK erzeugt wird, 
identisch mit der, welche durch die Drehung OK* yereint 
mit einer ParaUelTerschiebung O^P* erzengt wird. 

Wir beschränken uns auf unendlich kleine Drehungen 

und Parallelverschiebungen, für welche auch die Parallel- 
verschiebung- O'P' in Grösse und Richtung durch Regeln 
bestimmt ist, die dem Satze 142) vollkommen analog sind, 
welcher damals das Paar 0' F bestimmte. 

Durch die Drehung OK erfährt, wenn sie unendlich 
klein ist, der Punkt 0' eine Verschiebung O^P" senkrecht 
zur Ebene OKO^ in dem Sinne, dass um die von nach 
P' gerichtete Gerade die Drehung der Gnaden OK auf 
kürzestem Wege in die Lage 0(7 im positiven Sinne er- 
folgt. Die GhrOsse dieser Verschiebung ist ta.O^A, wohei w 
der Drehungswinkel der durch OK dargestellten Drehung, 
ffÄ der senkrechte Ahstand des Punktes (X Ton der 
Drehungsaxe OK ist Sei F der Reductionsfactor, so dass 
die Länge des Pfeiles OK gleich Fw ist, so ist also: 



wobei OKO^ äet Flächeninhalt dieses Dreiecks ist 



149) 



ap'^ 



OK.O'Ä 

r 



r 
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Ertheilen wir nun dem ganzen festen Körper die 
Parallelverschiebung Ö P' und die durch O K' dargestellten 
Drehung um eine zu OK parallele, durch Cf gehende 
Axe, wobei auch der Drehungssinn und Drehungswinkel 
«lerselhe wie bei der Drehung OK ist. Dadurch wird^ wie: 
man leicht beweist, der Punkt A des festen Körpers und 
daher auch jeder Punkt desselben, der ursprünglich in der 
Geraden OK lag, schliesslich wieder in seine alte Lage. 
nrlUskgefilhrt Femer kommen alle Punkte des Körpers^ 
die in der durch Cf in der Bichtung OK gezogenen Ge- 
raden liegen, daher auch schliesslich der ganze feste Körper 
in dieselbe Lage, wie durdi die Drehung OK Es er^Äurt 
daher der ganze Körper durch die Drehung OK aUetn dieselbe 
Lagenänderung, wie durch die Drehung OK' und die durch 
die Formell43) gegebene Parallelverschiebung GP' zusammen. 

Daraus ersieht man sofort Folgendes: 1. Sei DP die 
Parallelverschiebung und OK die Drehung, durch welche 
irgend eine unendlich kleine Lagenänderuug irgend eines 
festen Körpers erzeugt werden kann und (7 ein beliebig 
gegebener Punkt Es sei die Aufgabe gestellt, dieselbe 
Lagenänderung durch eine Paralielveischiebung und eine 
Drehung um eine durch O gehende Axe zu erzeugen. Die 
Parallelverschiebung können wir auch durch einen Pfeil OP", 
der gleich und gleich gerichtet wie OP Yom Punkte Cf aus 
gezogen ist, darstellen. Die Drehimg OK aber können wir 
durch eine Drehung^ die durch einen Ton aus gezogenen, 
mit OK gleichen und gleich gerichteten Pfeü OK dar- 
gestellt ist, im Vereine mit einer ParaUelTersdiiebung OP^ 
ersetzen. Die Grösse der letzteren ist durch Formel 148) 
und ihre Richtung durch die bei Entwickelung jener Formel 
gegebene Regel bestimmt. O' P' muss so senkrecht auf der 
Ebene OKO sein, dass die Drehung von OK auf kürzestem 
Wege nach O O' eine positive Drehung um O P' ist Die Auf- 
gabe ist dann gelöst, wenn man noch die beiden Parallel- 
verschi e])un gen D P' und O'P" zu einer einzigen C/P"' 
zusammengesetzt hat 

2. Es kann auch hier wieder der Punkt O so gewählt 
werden, dass die Parallelverschiebung in dieselbe Gerade 
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i&Ut, wie die Drehnng^aze. T7m den hierzu geeigneten 
Punkt O zu finden, zerlegen inr die PaanUelferseliiebuiig 
OP in zwei Gomponenten OF nnd ON, von denen die 

erstere in die Richtung OK fällt, die letztere darauf senk- 
recht steht Wir ziehen nun die Gerade 0 (7 so senkrecht 
auf die Ebene KONy dass die Drehung der Geraden OK 
auf kürzestem Wege in die Lage 0 O' im negativen Sinne 
um ON geschieht und machen die Länge 

0 0'= r. ONjOK. 
Dann wird die Drehung OK dieselbe Lagenänderung er- 
zeugen, wie die durch einen von O aus gezogenen, mit OK 
gleichen und gleich gerichteten Pfeil O'if dargestellte 
Drehung vereint mit einer Parallelverschiebung, welche die 
Parallelverschiebung OA" gerade aufhebt Die Drehung OK' 
und die PaiaUelyerBohiebung OF Ifings der Aze derselben 
erzeugen daher jedesmal die gegebene Lagenändemng des 
festen Körpers. 

Eine Drehung vereint mit einer ParaUelverschiebung in 
der Biehtung der Drehungsaze nennt man eine Schrauben- 
bewegung, da eine Schraube, die sich in ihrer Mutter dreht, 
stets eine solche Bewegung macht Jede unendlich kleine 
Lagenänderung eines festen Körpers kann daher durch eine 
einzige Schraubenbewegimg erzeugt werden, wenn der 
Drehungswinkel, die Axe und die Ganghöhe der Schraube 
passend gewählt werden. 

§ 55. Allgemeine Gleichungen für die Drehung eines festen 

Körpers um eine feste Aze. 

Wir gehen nun zor Bewegung eines festen Körpers über, 
in welchem zwei Punkte, daher auch alle Punkte, die in 
ihrer Verbindungslinie liegen^ festgehalten werden. Wir 
können z. R durch den festen Körper eine fest damit ver- 
bundene Aze gesteckt denken, deren beide Enden zugespitzt 
sind und in festen Lagern ruhen. 

Die Position des festen Körpers ist in diesem Falle 
durch die eines einzigen Punktes A desselben bestimmt, der 
nicht auf der Axe liegt. Um aber diese zu bestimmen, fällen 
wir von Ä eine Senkrechte auf die Axe und bezeichnen den 
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Winkel zwischen der Lage, welche diese Senkrechte zu An- 
fang der Zeit hatte nnd der, welche sie zn irgend einer Zeit t 
hat» mit w* Dieser Winkel misst ja in der Tbat die Drehnng, 
welche der Körper seit dem Zdtaniange erfidiren hat Wir 
können den Winkel w in beliebigem Sinne herom zählen, 
bezeichnen aber diejenige Richtung der Drehongsaxe, um 
welche diese Zählung im positiven Sinne erfolgt, als die 
positive. 

Wir können die Gleichungen, welche für einen voll- 
iLommen freien Körper gelten, auch in diesem Falle an- 
wenden, wenn wir zu den äusseren Kräften auch die Kräfte 
rechnen, welche die Drehungsaxe resp. die beiden Lager in 
nnveränderlicher Lage erhalten. 

Irgend ein Massentheilchen m des Körpers habe zur 
Zeit t die Goordinaten x, y, % nnd die Entfernung r Ton der 
Drehungsaxe, welche wir zur Abscissenaxe iriJden (und zwar 

ihre positiye Richtung als positive Abscissenaxe). Die Ge- 
rade r, von der Axe gegen den Punkt m gezogen, schliesse 
mit der positiven j:-?/- Ebene den ebeul'alls im positiven Sinne 
zu zählenden Winkel ot ein, so dass 

144) ysrcos«, x^rmü.» 

ist Während der Zeit di soll der Winkel w um dw 
wachsen, so dass sich also der Körper um den Winkel dw 
um die Abscissenaxe dreht nnd zwar im positiven oder 
negativen Sinne, je nachdem dw positiv oder negativ ist. 
Den Differentialquotienten dwjdt bezeichnen wir mit tu und 
nennen ihn die Winkelgeschwindigkeit Daher ist auch der 
Zuwachs da des Winkels a gleich dtOj während r und x con- 
stant bleiben. Man findet daher ans den Gleichungen 144): 



14^) 



dx dy . dw 



rcos a,eß amyat, 



dt 



dPx « , dü) 
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Wir wollen femer mit — A^, — — die Summe 
der Componenten der vod den Lagern auf die Axe und durcli 
diese auf den Körper wirkenden Kräfte in den drei Coordi- 
natenrichtungen, mit —-Di, — — die Summe der 
Momente derselben bezüglich der Coordinatenaxen, femer 
mit -4^, B^, O^f Z>o, E^f dieselben Qröasen bezüglich der 
übrigen äusseren Kräfte bezeichnen, die anf den Körper 
wirken. Die auf die Axe wirkenden Kräfte können wir uns 
an den beiden Spitzen derselben angreifend denken. Ihre 
Angrifibpnnkte liegen daher jeden&Us in der Abscissenaxe 
und ihr Moment bezfiglich der Abscissenaxe ist gleich Noll. 
Es ist also i), » 0. 

Die Snbstitation der Werths 144) und 146) für die 
Coordinaten, sowie der Werthe für die Ejraftcomponenten 
und Momente iil die Gleichungen 134) und 136), wobei 

letztere in der Form " 
schreiben sind, liefert die folgenden Gleichungen: 



146) 





0, 




— (o^2^my w«. 


-(7,+ £7.= 






o^-i d(a 
(o^^mxx jf^^^^y» 




— a^^mxy jj-^mx»t 




4^ 2»» + 



Dabei wurde a* und -jj- vor die Summenzeichen gesetzt, 

da IV sowie dessen Diflferentialcjuotienten nach der Zeit für 
alle Punkte des Körpers dieselben Werthe haben. 

Die ersten fünf dieser Gleichungen bestimmen die Kraft- 
componenten — A^, — 5,, — und die Drehmomente — 
und — F,, welche von den Lagern auf die Axe ausgeübt 
werden, dienen daher auch umgekehrt zur Bestimmung der 
Summen A^, B^^ der Componenten der Kräfte nach den 
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Goordmatenaxen und der Drehmomente E^ imd bezüglich 

der y- und Jt-Axe, welche der Körper anf die Vorrichtung, 
welche die Lager festhält, ausübt. Die letzte Gleiciiung 
dient zur Bestimmung der Bewegung des Körpers. 

Die auf ihrer linken Seite mit dal dt multiplicirte 
Summe wird gebildet, wenn man jedes Maasentheilcben des 
Körpers mit dem Quadrate seiner Entfernung von der Axe 
multiplicirt und alle so gebildete Producte addirt Sie heisst 
das Trägheitsmoment des Körpers bezüglich dieser Axe und 
soll mit K bezeichnet werden. Da sich während der Be- 
wegnng weder die Masse eines Massentheüchens, noch dessen 
Entfernimg Ton der Drehungsaze Terändert, so bleibt das 
Trägheitsmoment während der ganzen Bewegong constaat 
Unter EmfÜhnmg desselben erhält man ans der letzten der 
Gleichungen 146): • 

^^^^ ^-dt^^"'^^'dT' 

Man sieht) dass für die Winkelbeschleunigung 

nur die Ghrösse 2>^ ausschlaggebend ist Zwei Krikfte» welche 
zu dieser Grösse denselben Betrag liefern, üben genau die« 
selbe drehende Wirkung um die betreffende Axe auf den 
Körper aus, woher der Name Drehmoment bezüghch einer 
Axe stammt 

§ 56. Gleichförmige und gleichförmig beschleunigte Drehung. 

Physisches PendeL Waage. 

Die Gleichungen 147) haben genau dieselbe Form wie 
die Gleichungen 13) und 14) für die Bewegung eines Körpers 
in einer geraden oder krummen Linie. Man kann daher 
jeden Satz, den wir flär die letastere Bewegung gefunden haben, 
in einen entsprechenden Satz fOr die drehende Bewegung 
eines festen Körpers um eine feste Axe yerwandeln, indem 
man folgende Vertauschungen vornimmt: Man setzt den 
Drehungswinkel iv statt des Weges s, die Winkelgeschwindig- 
keit (ü statt der Geschwindigkeit c im gewöhnlichen Sinne, 
das Trägheitsmoment K des Körpers bezüglich der Drehungs- 
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axe statt der Masse und die Summe der Momente aller 
auf den Körper wirkenden Kräfte bezüglich der Drehungs- 
axe statt der Summe S der Componenten der Kräfte in der 
Bichtung der Bewegung des Körpers. 

So geschieht, wenn die Summe der Momente der Kräfte 
bezüglich der Drehnngsaxe Nnll ist, die Drehung gleich- 
förmig; wenn diese Summe constant ist, so erhält man 

0»«-^, 

Ein weiteres Beispiel ist folgendes: Anf einen Magnet 
Tom Trii^^dtsmomente JT, der in einem Kupfergehäuse an 
einem Faden aufgehängt ist, übt dessen Torsion und der 
Erdmagnetismus ein gegen die Euhelage treibendes Dreh- 
moment — aw aus, welches nahe dem Ausschlagwinkel w 
proportional ist; ein anderes theils von den im Gehäuse 
inducirteu Strömen, theils vom Luftwiderstande herrührendes 
Drehmoment — ba ist der Winkelgeschwindigkeit proportio- 
nal und wirkt der Bewegung entgegen. Wir können daher 
in diesem Falle alle Formeln des § 18 unverändert anwenden, 
wenn wir A', co statt m, Xy u schreiben, wodurch deren 
Anwendbarkeit auf praktische Fälle ilinstrirt wird. 

Einen Körper, welcher gezwungen ist^ sich unter dem 
Einflasse der Schwere um eine nicht yerticale Axe 2u drehen, 
nennt man ein physisches Pendel Sind die Schwingungen 
klein, so sind, wenn wir den Lnfitwiderstand als eine der 
Winkelgeschwindi^^t proportionale Dämpfung mit in Rech- 
nung ziehen, wieder genau dieselben Formehi wie beim 
Magnete anwendbar. Ohne hierauf näher einzugehen, will 
ich noch einiges über endliche Schwingungen bei Ausschluss 
jeder anderen Kraft ausser der Schwere und der Festigkeit 
des Körpers und der Axe bemerken. 

Sei die Drehungsaxe, welche wir wieder zur Abscissen- 
axe wählen, horizontal. Die i/-Axe wollen wir vertical nach 
abwärts ziehen, a sei die Länge der vom Schwerpunkte 
auf die Drehungsaxe gefällten Senkrechten, welche mit der 
rr^- Ebene den Winkel w bilde, M sei die gesammte Masse 
des Körpers, K dessen Trägheitsmoment bezüglich der Ab- 
sdssenaxe. Das ganze Gewicht Jf^ kann man sich im Schwer- 
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punkte angreifend denken. Sein Drehungsmoment bezüglich 
der Ahscissenaxe ist also — Mg a sin Wy wobei das negative 
Zeichen gesetzt werden muss, da es den Winkel w zu ver- 
klemeni strebt Man erhält daher die Gleichung: 

Ä -i s- = — Mg asokUf. 

Vergleicht man dieselbe mit der Gleichung 120), so sieht 
man, dass sich der Winkel w genau nach demselben Ge- 
setze wie beim einfachen Pendel verändert, nur dass 
K! M(j statt der Peudellänge l zu schreiben ist So ist die 
Schwingungsdauer 

148) T =: ny^j^ {l + + -gr^ a*. . .J , 

wobei wieder a der Sinus des grössten Elongationswinkels 
ist Wäre die Drehungsaxe nicht horizontal, so würde an die 
Stelle von g die Componente der Beschleunigung der Schwere 
in der Richtung senkrecht zur Drehungsaxe, also g multi- 
plicirt mit dem Sinus des Winkels zwischen der Drehungs- 
axe und der Yerticalen treten. 

Unter denselben mechamschen Bedingungen befindet 
sich die Waage. Wir haben uns da einen schweren, mn 
eine horizontale Aze drehbaren Körper zn denken. Derselbe 
ist im stabilen G^leichgewichte, d. h. die Schwere führt ihn 
bei jeder kleinen Störung wieder in die Gleichgewichtslage 
zurftck (vergl. § 70], wenn der Schwerpunkt yertical unter 
der Drehaxe liegt. In dieser Lage sind zu entgegengesetzten 
Seiten der Drehaxe zwei gleich schwere Waagschalen so be- 
festigt, dass die Punkte, auf welche sie drücken, vollkommen 
symmetrisch bezüglich der durch die Drehaxe gelegten 
Verticalebene liegen. Legt man daher einen Körper auf die 
eine, einen zweiten auf die andere Waagschale, so kann man 
daran, dass das Gleichgewicht ohne Drehung des Körpers 
bestehen bleibt^ erkennen, dass beide Körper das gleiche Ge- 
wicht und daher auch die gleiche Masse haben, da das Ge- 
wicht gleich dem Producte aus Masse und Beschleunigung 
der Schwere, letztere aber erfahrungsmässig itir alle Körper 
gleich ist Hält ein auf der einen Waagschale liegender 
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Kdiper zwei anderen, unter sich ganz gleich beschaffenen, 
anf der anderen Waagsdiale liegenden das Gleichgewicht» 
80 erkennen wir, dass er die doppelte Masse als jeder der 
letzteren hat etc. 

Die Begehn f&r die einfachste praktische Bestinunangp 
der Masse folgen auch bei ans erst ans sehr yerwickelten 
Oonsequenzen unseres Bildes. Allein dies ist keine logische 
Schwäche, wie wenn erst die GrundbegriÖe und i'uudamental- 
definitionen aus Oonsequenzen unserer Constructionen folgen 
würden^ zu deren Aufbau sie die Grundpfeiler hätten sein sollen. 



8 57. Tragheitsradiut. Tragheitsmomsata bezüglich 

paralleler Azen. 

Die Grösse K heisst das Trägheitsmoment, weil sie an 
die Stelle der Masse tritt, welche ja das Maass des Träg- 
heitswiderstandes ist» den der Körper der Bescbleunignng 
entgegensetzt 



Setzt man ^—y j^, so ist A die Entfernung^ in welcher 

sich die gesammte Masse M des Körpers, wenn sie in emem 
einzigen Punkte yereint wSre, Ton der Drehnngsaxe befinden 
müsste, um dasselbe Trägheitsmoment wie der ganze Körper 

zn haben. Denkt man sich daher den ganzen übrigen Körper 
massenlos und seine Masse in einem einzigen, fest damit 
verbundenen Punkte concentrirt, der sich in der Distanz k 
von der Drehungsaxe befindet, so würde er unter dem Ein- 
flüsse derselben Kräfte bei denselben Anfangsbedingungen 
dieselbe Drehung um die fix gedachte Drehungsaxe machen. 

Da jede im Körper gezogene Gerade Drehungsaxe sein 
kann, so ist es von Wichtigkeit, das Trägheitsmoment eines 
Körpers bezüglich jeder beliebigen darin gezogenen Geraden 
leicht bestinunen zu können. Zu diesem Zwecke sind die 
nun an behandelnden S&tze ntltzlich, mittelst welcher das 
Trigheüamoment eines Körpers bezüglich einer beliebigen 
Axe leicht berechnet werden kann, wenn man das Trftgheitfr- 
moment desselben Körpers bezfiglich dreier bestimmter, durch 
seinen Schweiponkt gehender Azen berechnet hat 
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Satz über das Trägheitsmoment bezüglich ^. 

paralleler Axen. 

Heisst K das TrftgheitBmoineDt irgend eines ESipers 
bessttgUch einer beliebigen Aze> L das bezüglich einer 
parallelen, durch den Schweiptiiüct gehenden Axe, weldier 
Yon der ersten Axe den Abstand a haben soll, und ist r die 

Entfeninng irgend eines Massentheilchens m von der ersten, 
(V die von der zweiten Axe, so ist gemäss der Definition des 
Trägheitsmomentes 

K='^mr^f L — '^jn g*. 

Die Werthe dieser Grössen beziehen sich aof kein Coordi- 
natenqrstem. Sie sind daher nnabhSngig lon der Lage 
eines (Koordinatensystems, welches ivir jetzt erst einfthren 
wollen. Wir wühlen den Schwerpunkt als Coordinaten- 
Ursprungs die Ton ihm auf die erste Axe gefiUlte Senkrechte 
als Abscissenaxe imd die der ersten Axe parallele , dnrch 
den Schwerpunkt gehende Axe als »-Axe; femer bezeichnen 
wir die Coordinaten des Massenpunktes m mit x, y, », 
Dann ist: + 

r" « (« - (7)2 + y» = 4- <r* — 2 <ra;, 

daher: 

148a) 2^*^ = S^?* + o*M-2<T'Smx. 

M ist die gesammte Masse des Körpers. Da nun die 
Abscissenaxe durch den Schwerpunkt geht, so ist dessen 
Abscisse also auch ^mx = 0. Femer ist in Gleichung 148a) 
der Ausdruck links das Trägheitsmoment bezüglich der ersten, 
das erste GHed rechts das bezü^ch der zweiten^ parallel 
dnrch den Schwerpunkt gehenden Axe. Es ist also 

149) K^L + MaK 

Dieser Ausdnick erlaubt das Trägheitsmoment bezüglich 
einer beliebigen Axe zu berechnen, wenn das bezüglich einer 
parallelen, durch den Schwerpunkt gehenden, die gesammte 
Masse des Körpers nnd die Entfernung des Schwerpunktes 
yon der ersten Axe gegeben sind. 

Sei noch eine andere, der ersten Axe parallele Axe 
gegeben, sei JT das Triigheitsmoment desselben Eüipers be- 
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zOglieh der letzteren Aze und ^ ihre Entfemnng vom 
Scltweipmikto des Körpers, so ist: 

4aher: 

JT-iT+Jf ff«). 

Ans der letzten Formel kann das Trägheitsmoment be- 
züglich einer beliebigen Axe berechnet werden, wenn das 
bezüglich einer beliebigen anderen, ihr parallelen, die 
Distanz beider Axen vom Schwerpunkte des Körpers und 
die Gesammtmasse des Köipers gegeben sind. 

§ 58. Bas IrftglLeitsempsoid. 

Wir bezeichnen nun mit O einen beliebigen Punkt im 
Innern oder ausserhalb des festen Körpers, ziehen durch 
denselben Axen nach allen möglichen Richtungen im Räume 
und stellen uns die Aufgabe, die Relation zu finden, welche 
zwischen den Trägheitsmomenten desselben Körpers bezüg- 
lich dieser Terschiedenen Axen besteht. 

Wir machen den Punkt O zum Anfangspunkte eines 
Torläufig noch ganz willkürlichen Coordinatensystems und 
ziehen durch 0 eine willktlrliche Qerade (S^i deren Bichtungs- 
eosmus bezüd^ich dieses Coordinatensystems wir mit ee,ß,y 
bezeichnen. JTsei das Trägheitsmoment des Körpers bezfiglidi 
der Geraden (S^. Femer sei i» ein beliebiges Massentheilöhen 
des Edipers, r dessen Entfernung von der Geraden B die 
Länge der vom Coordinatennrspnmge nach der Masse m 
gezogenen Geraden, ^, v die Bichtungscosinus der letzteren 
Geraden und « der Winkel, den sie mit der Geraden ® 
einschliesst. Endlich seien x — RX, y = R/j, und x — Ev 
die Coordinaten des Massentheüchens m. Dann ist 

r*— i?sin"« — J?[l — (ait + + yiF)«] — 
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Setzt man daher 

\ äsB'^myZf e—^mxZf f=^mxz, 

SO erhält man also für das Trägheitsmoment bezüglich der 
Aze <S^ den Werth: 

151) K^'Smr*^aa'+bß^+cr^-^2dßy^2$ay-^2fceß. 

Die Kenntniss der sechs Constanten 150), von denen a, 6, e 
offenbar die Trägheitsmomente desselben Körpers bezüglich 
der drei Coordinatenaxen sind, gentigt also, um das Träg* 
heitsmoment bezüglich jeder beliebigen durch O gezogenen 
Aze zu berechnen. 

Man kann sich Ton der durch Formel 151) ansgedrackten 
Abhängigkeit der GrOsse des Trägheitsmomentes von der 
Lage der betreffenden, durch O gehenden Aze ein anschau- 
liches Bild macheui wenn man sich durch O alle möglichen 
Azen gezogen denkt und auf jeder yon 0 aus eine Länge 
aufträgt, welche genau gleich dem Trägheitsmomente des 
Körpers bezüglich dieser Axe ist. (Den Reductionsfactor 
wollen wir, die Dimensioueu nicht beachtend, gleich Eins 
setzen.) Die O gegenüberliegenden Endpunkte aller dieser 
Geraden würden dann eine Fläche bilden, die uns ein an- 
schauliches Bild von der A))hängigkeit der Grösse des 
IVägheitsmomentes von der Richtung der Axe gäbe. Die 
Anschaulichkeit wird nicht wesentlich geringer werden, wenn 
wir auf jede Aze das Quadrat oder den Logarithmus oder 
sonst eine einlache Function des betreffenden Trägheits- 
momentes auftrügen. Wir wollen, da dann die betrefiende 
Fläche besonders einfach ausfäUt, die reciproke Quadrat- 
wurzel aus dem Ti^^eitsmomente auftragen. Wir tragen 
also auf die Gerade & von 0 aus ein Stück OP^ « t auf, 
dessen Länge 1 /^jf seL Bezeichnen wir mit ; = rc^i ^ = xß, 
) SS die CoorcUnaten des Punktes P^, so folgt, wenn wir 
für seinen Werth 1/r^ substituiren, aus 151): 

152) 1 =aj*+692-i-ßa'~2(i9a-2eaEa-2Ai). 

Wenn wir durch 0 nach allen mö^^chen JEtiehtungen 
Gerade ziehen und auf jeder von O aus eine Strecke auf- 
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tragen, deren Länge die reciproke Quadratwurzel aus dem 
Trägheitsmomente des Körpers bezüglich der betreffenden 
Geraden ist^ so genügen die Coordinaten der anderen End- 
punkte aller dieser Geraden der Gleichung 152). Dieselbe 
ist also die Gleiehnng der FlAche, welche Ton allen diesen 
Endpunkten gebildet wird. Man nennt sie das Trilgheits- 
ellipsoid oder anch das Gentralellipsoid, welches zu dem 
Punkte O des betreffenden Körpers gehört Schliessen wir 
n&mlich den Fall aus, dass alle Hassenpunkte des Körpers 
in einer Geraden liegen, so kann K niemals Null, daher r 
niemals unendlich werden. Die durch die Gleichung 152) 
dargestellte Fläche kann sich daher nirgends ins Unendliche 
erstrecken. Sie muss, da diese Gleichung vom zweiten Grade 
ist, ein Ellipsoid (einschliesslich der Kugelüäche) sein. 

Haben wir die sechs Grössen a, 6, c, rf, e, f berechnet, so 
können wir dieses Elhpsoid construiren und erhalten so ein 
anschauliches Bild der verBcbiedenen Trägheitsmomente. Die 
Wahl der Ooordinatenaxen war bisher vollkommen willkürlich. 
Wir können immer die drei Axen des Trägheitsellipsoides 
(faUs dieses ein Rotationsellipsoid oder eine Kugelflftche ist^ 
drei beliebige aufeinander senkrechte Axen desselben) als 
Ooordinatenaxen wShlen. Wir bezeichnen diese neuen 
Ooordinatenaxen mit OX^, 07^, OJ^. Die Gleichung des 
Trägheitsellipsoides redudrt sich dann, wenn )^^, 5^ die 
Ooordinaten eines Punktes desselben bezfl^ch der neuen 
Ooordinatenaxen sind, auf 

153) i-«,5;+^^;+öia;. 

Da alles y was früher allgemein bewiesen wurde« auch Ton 
den neuen Coordiuatenaxen gelten muss, so isl^ wenn x^^y-^^z^ 
die Coordinaten irgend eines Massentheüchensm des Körpers 
bezüglich der neuen Ooordinatenaxen sind 

Die letzten drei Summen müssen ja nach 152) für jedes 
Ooordinatensystem gleich den Ooeffidenten yon a> Ih 
in der Gleichung des Trftc^eitsellipsoides sein, welche fttr 
unser gegenwärtiges Ooordinateni^Tstem Tcrschwinden. 

Boltsmann, liMliMilk I. 13 
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§ 59. Hauptträgheitamomente. 

Jede Axe des TrägheitaeUipBoids nennt man eine zum 
Funkte O gehörige Hanpttrft^eitsaxe des Edrpen nnd das 
dazu gehörige Trüi^eitsnioment ein Hanpttrft^eitBmoment» 

Da l/V^, 1/]/^ und l/V^ die Halbaxen des Trägheits- 
ellipsoides sind, welches, wenn man seine Axen als Coordi- 

natenaxen wählt, ja die Gleichung 153) hat, so sind die 
Hauptträgheitsmomente die reciproken Quadrate der Halb- 
axen des TrägheitseUipsoides. Ist das Trägheitsellipsoid ein 
dreiaxiges Ellipsoid, so giebt es nur drei zum Punkte O 
gehörige Hauptträgheitsaxen. Ist es ein Rotationsellipsoid, 
so existirt für den Punkt eine singulare Hauptträgheitsaxe 
und jede darauf Senkrechte ist ebenfalls Hauptträgheitsaxe. 
Dann sind auch alle Trägheitsmomente nach den letzteren Axen 
gleich. Dies ist selbstverständlich, wenn der Körper um die 
singuläre Hauptträgheitsaxe symmetrisch, z. B. ein homogen 
mit Masse erÄÜlter Botationskörper und der Punkt O ein 
Punkt der Botationsaze ist Es kann aber anch ohne Sym- 
metrie des Körpers eintreten. Bei einem beliebigen Körper 
z. B.» dessen Tr&gbeitselUpsoid ein dreiaxiges ist» kann man 
dnrdi Hinzufiigung einer einzigen oder beliebig vieler Massen 
auf der Axe des mittleren Triigheitsmomentes diesem das 
kleinste gleich machen. Dann muss der Körper ohne jede 
Symmetrie für alle in deren Ebene liegenden Axen gleiches 
Trägheitsmoment haben. 

Ist das Trägheitselüpsoid eine Kugel, so sind alle ihre 
Radien Hauptträgheitsaxen, alle Trägheitsmomente bezüglich 
derselben gleich. Dies tritt bei regulären, gleichförmig mit 
Masse erfüllten Körpern (Kugel, Würfel) immer ein, wenn 
der Punkt 0 ihr Mittelpunkt ist^ kann aber auch bei ganz 
unregehnässigen Körpern gewissermaassen zufällig eintreten. 

Wenn wir drei Hauptträgheitsaxen als Coordinatenaxen 
einführen« so Terschwinden in Gleichung 152) alle drei 
Ooef&denten d, e nnd Wenn wir dann blos die ^ nnd 
%-Axe in der y «-Ebene drehen, so erhftlt blos d «inen von 
Null verschiedenen WerÜi. Wir können daher eine zn O 
gehörige Hanpttragheitsaxe als eine solche definiren, fftr 
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welche, wenn wir sie als 2:-Axe and 0 als Coordinaten* 
nrapnmg wählen, bei beliebiger Lage der y- und ic-Aze 
(natttrlidi für reohtwinkeiige Goordinaten) 

164) '^mxij == ^mxxtmO wird. 

Wenn jedem Massenpunkte des Körpers, der auf der 
einen Seite irgend einer Ebene liegt^ ein anderer Ton genau 
gleicher Masse entapiicht, der dessen Sfpiegelbild bezüglich 
der £bene ist, so nennt man diese Ebene eine Symmetrie» 
ebene des Körpers. Wenn ein Körper eine Symmetrieebene 
hat nnd wir diese znr y »-Ebene wählen, so entspricht jedem 
Punkte ein anderer mit gleichem m, y und », nnd i^eidiem, 
aber entgegengesetzt bezeichneten x, so dass 

ist; dann ist also jede auf der Symmetrieebene senkrechte 
Gerade eine zu ihrem Durchschuittspnnkte mit der Sym- 
metrieebene gehörige Hauptträgheitsaxe. Ebenso sieht man, 
dass, wenn ein Körper zwei aufeinander senkrechte Sym- 
metrieebenen hat, ihre Dnrchschnittslinie bezüglich jedes 
ihrer Punkte Hanpttrilgjieitsaxe ist Bezüglich jedes dieser 
Punkte können daher dann die Hauptträgheitsazen ohne 
Bechnnng gefimden werden, da auch jede durch ihn in einer 
Symmetrieebene senkrecht zur Durchschnittslinie beider ge- 
zogene Aze Hauptträgheitsaze ist Man wird daher dann 
zunächst die drei zum Schwerpunkte gehörigen Hauptträg- 
heitsmomente berechnen, der ja auch auf der Durch schnitts- 
linie der beiden Symmetrieebenen liegen muss. Daraus 
kann man dann leicht das Trägheitsmoment bezüglich jeder 
anderen durch den Schwerpunkt gehenden und dann auch 
bezüglich jeder parallelen Axe berechnen. 

Hat aber der Körper keine Symmetrien, so bleibt nichts 
übrig, als bezügUch irgend welcher, am besten durch den 
Schwerpunkt gehender Goordinaten axen die sechs Cofficienten 
<ifb,e,d,eff zu berechnen, nnd nach den Methoden der ana> 
lytischen Geometrie die Axen des ElUpsoides 162) zu suchen. 

üm die Trfti^eitsmomente i^, und eines Eöipera 
bezflglich der drei Coordinatenaxen zu erhiJten, empfiehlt 
es sich oft zuerst die Grössen 

18» 
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löö) I^^'^mx^ 

m berechnen (BineVschey Minding' sehe Tr&gheitBmomente), 
welche natQilioh fthnliohe Eigenschaften haben wie die ge- 
wöhnlichen Trägheitsmomente und durch ähnliche Ellipsoide 

(Binet's, Darboux's, Culmann's, Reye's Ellipsoid) dar- 
gestellt werden können.^) Es ist dann 

Daraus folgt K\ + K.^ > Ag > A\ — K^, Zwei der TiAgheits- 
momente bezüglich der Ooordinatenazen kdnnen daher be- 
liebige positive Werthe haben; das dritte aber muss 2swischen 

deren Summe und Differenz, welche natürlich durch Sub- 
traction des kleineren vom grösseren zu bilden ist, liegen. 
Da dies auch von den Hauptträgheitsmomenten gilt, welche 
gleich den reciproken Quadraten der Halbiixen a^, a^f cc^ 
des Trägheitsellipsoides sind, so muss auch 

«f T «2 «I «? «I 

sein. ESm Ellipsoid, dessen Halbaxen dieser Belation nicht 
genügen, kann also nicht Trä^eitsellipsoid sein* Gilt sie 
für eine Halbaze ec^ und ist ce^ die kleinere der beiden 
anderen, so muss sie auch, wie man leicht sieht, für jede 
andere Halbaxe gelten. 

Der von uns bisher ausgeschlossene Fall, dass alle 
Massen in einer Geraden liegen, bildet nur dann einen 
singulären Fall, wenn auch der Punkt 0 in dieser Geraden 
lie^. Daun ist das Trägheitsmoment bezüglich dieser Ge- 
raden, welche natürlich Hauptträgheitsaxe ist. Null, bezüg- 
lich jeder darauf Senkrechten, die ebenfalls Hauptträgheitsaxe- 
ist^ gleich. Das Trägheitsellipsoid degenerirt also in einen 
nnendüchen Ereiscylinder. 

Bei Berechnung der Trägheitsmomente oder der Ans- 
drücke 155) wird natürlich gerade, wie wir dies in § 28 bei 
Berechnung der Schwerpunktscoordinaten thaten, der feste 
Körper meist als ein continuirlich mit Masse Ton constanter 
oder yerftnderlicher Dichte erftültes Yolnmen oder als eine 



>) Wied. BeibL 7, 571, 1888; 8, 269, 1884. 
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mit Masse contmuirlich bedeckte Fläche oder Linie zu be> 
traohten sein. Es werden also die Summenzeidien mit 
Integralzeichen zn yertaoschen und für m zu setzen sein 
^dOf g>df resp. ads, wobei die Buchstaben dieselbe Be* 
deutung wie in den Formeln 67]^ 68) imd 69) haben. 

§ 60. Kräfte auf die Lager. 

Wir wollen nun sogleich einige Anwendungen der Sätze 
über die Trägheitsmomente machen. 

Die durch die Formeln 146) bestimmten Grössen Ä^f 
B^, E^f sind die Summen der Gomponenten bezüglich 
der Goordinatenaxen und die Momente bezüglich der ff- und 
Z'Axe Yon denjenigen Kräften, welche bei einem nur um eine 
feste Axe drehbaren Körper letztere auf ihre Lager ausübt. 
Diese Formeln zeigen zunächst den selbstTcrsifindlichen Satz, 
dass diese, wenn der Körper ruht» gleich denen der äusseren 
EiMe sind, welche auf den Körper wirken. Wenn sich aber 
der Körper dreht, wirken auf die Lager ausser den Ton 
aussen auf denKöiper wirkenden Kiitffcen noch andere Kriilfce, 
welche durch die negatiy genommenen Glieder der rechten 
Seiten der fünf ersten der Gleichungen 146) gegeben sind. 

Wir wollen nur noch den speciellcia Fall discutireu, dass 
dass keine äusseren Kräfte auf den Körjier wirken, also 
A„ = B = G^ = D = E„=^ F = 0 ist Dann dreht er sich 

a a a a a a 

gleichförmig; es ist also auch dw/dt = 0 und man erhält 

156) I "^-"'2»»*. 

Sind I, T], t die Coordinaten des Schwerpunktes des Körpers 
und ist M dessen Gesammtmasse, so ist B^ — a^Mi], C. — co^Mt,. 
Dies sind also die Componenten der Gentrifugalkraft, welche 
die ganze Masse des Körpers hätte, wenn sie sich, stets im 
Schwerpunkte des Körpers concentrirt, mitdrehen würde. 
Diese Gentrifugalkraft überträgt sich daher durch die Axe auf 
die Lager. Ausserdem wirken aber noch die Drehmomente 
E^ und F^ 2sat die die Lager tragende Vorrichtung. Man 
sieht leicht, dass es die Momente der Gentrifiigalkr&fte der 
einzelnen Masseiitheilchen des Körpers bezflglidi der und 
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^Axe sind. Durch diese Kräfte und Momente, welche ihre 
Eichtling fortwährend ändeni, wird die Vorrichtung, welche 
die Axe Mgty hin- und hergeschftttelt, während der Körper 
l^eichmSadg rotirt» was man als das Schlagen der Axe be- 
zeichnet Würde die Aze nicht durch die Lager inri, so wfirde 
sie sofort aus ihrer Lage weichen. Wenn^ die Länge der Aze, 
also die Entfernung der beiden Lager ist, so wirkt auf das der 
positiven Abscissenaxe zugekehrte Lager in der ^Bichtnng 

die Kraft y -^i + ^» ^ «-Richtung die Kraft y — ^» 
auf das andere Lager aber sind die entsprechenden Kraft- 
componenten y^i — ^ T ^« ^ ' Krirfte 
geben die Componentensunimen C^ und die Momente E^ 
und i^j. 

Nur wenn die Ausdrücke 156) verschwinden, wirkt bei 
Abwesenheit äusserer Kräfte in Folge der Kotation auf 
keines der Lager eine Kraft, so dass die Axe nicht schlägt 
und auch dann in unTcränderter Lage fortfährt, dieBotations- 
aze des Körpers zu sein, wenn die Lager hinweggenommen 
würden. Die Axe heisst dann eine freie Drehungsaze. 
und C, Terschwindeni wenn die Axe durch den Schwerpunkt 
geht Es muss aber auch noch und also^mosy und 
^mxx verschwinden, d. h. die Axe muss eine zum Sdiwer- 
punkte gehörige Haupttrftgheitsaxe sein. Dann ist sie freie 
Drehungsaxe. 

Die Formeln 146) zeigen, däss dann auch, wenn äussere 

Kräfte auf den Körper wirken, die Componentensummen be- 
züglich der Coordinatenaxen und die Momente bezüglich der 
y- und :s:-Axe für die auf die Lager wirkenden Kräfte und für 
die äusseren auf den Körper wirkenden Kräfte gleich sind, 
so dass vermöge der Rotation, mag diese gleichförmig oder 
beschleunigt sein, keine neuen Kräfte auf die Lager hinzu- 
treten. 

§ 61. Das EeversionipendeL 

Sei die Länge l und die Schwingungsdauer r eines ein- 
&iohen Pendels genan bekannt; dann lässt sich daraus die 
ftberaus wichtige und schwer direct bestimmbare GrOsse g 
der Beschlennigung der Schwere mittelst der Formel 
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berechnen. Leider läset sich ein einfaches Pendel nur sehr 
imexact herstellen. Ein zusammengesetztes Pendel (physisches) 
l&sst sich zwarohne Schwierigkeit herstellen, allein mittelst der 
zur Bestimmung seiner Schwingungsdauer dienenden Formel 
kann die Beschleiinigiing der Schwere nur dann berechnet 
werden, wenn das Tr8g)ieit8moment, der Schwerpunkt etc. 
bekannt sind, die wieder nicht leicht mit der genügenden 
Genauigkeit berechnet werden können. Es ist daher will- 
kommen, dass man, indem man ein zusammengesetztes Pendel 
um zwei parallele Axen schwingen lässt, leicht die Länge 
des einfachen Pendels bestimmen kann, welches genau die- 
selbe Schwingungsdauer wie das zusammengesetzte Pendel 
hätte. Aus dieser Länge kann dann, wenn auch noch die 
Schwingungsdauer genau gemessen ist, die Beschleunigung 
der Schwere bestimmt werden. 

Behufs Ableitung der hierzu erforderlichen Sätze denken 
wir uns einen beliebigen festen Körper yon der Masse M, 
der bezüglich irgend einer durch seinen Schwerpunkt gehen- 
den Aze das Til^eitsmoment L hat 

sei der Trägheitsradius bezüglich dieser Axe. Wir ziehen 
eine zu dieser Aze Parallele durch den Körper, welche die 
Entfernung a yom Schwerpunkte hal^ stellen diesen so, dass 
beide Axen horizontal liegen und lassen ihn unter dem Ein- 
flasse der Schwere allein um die letztere Axe sdiwingen. 
Sein TrSgheitsmoment bezüglich der letzteren Axe ist 

daher seine Schwingungsdauer 

Dieselbe ist also für alle parallelen, in gleicher Distanz vom 
Schwerpunkt befindlichen Axen gleich. 

Betrachten wir in diesem Ausdrucke nur a als yariahel, 
so wird er ein Mimmnm n '^2lijg füi a = k haben. Die 
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Schwinguiigsdauer ist also sehr gross, wenn sich die Axe 
in selir grosser Entfernung vom Schwerj)unkte befindet. Sie 
wird kleiner, bis die Entfernung der Drehungsaxe vom 
Schwerpunkte gleich dem Trägheitsradius ist, welcher der 
parallelen, durch den Schwerpunkt gehenden Axe entspricht. 
Bückt die Axe noch näher an den Schwerpunkt, so wächst 
die Schwingungsdauer wieder und wird abermals unendlich, 
wenn die Axe dem Schwerpunkte unendlich nahe kommt 
Wir fragen nun, wie gross (t gewählt werden muss, damit 
die Schwingongsdauer gleich der eines einfachen Pendels 
Yon gegebener Länge j ist Ist / kleiner als 2il, so ist 
offenbar die Schwingungsdauer des einfSEtohen Pendels kleiner 
als die kleinste Schwingongsdauer des zusammengesetzten, 
die Au%abe daher nicht lösbar. Ist / » 2 so tritt die 
Gleidiheit der Schwingungsdauer gerade f&r die kleinste 
Schwingungsdauer des zusammengesetzten Pendels, also für 
<r = A ein. Ist endlich / > 2 so muss es immer zwei 
Werthe von g geben, und für welche die Schwingungs- 
dauem gleich werden. In der That liefert die Gleichsetzung 
der beiden Schwingungsdauern also der beiden Ausdrücke 
157) und 158) die quadratische Gleichung a^— Ig 0, 
welche in diesem Falle stets zwei verschiedene Wurzeln hat 
Aus den bekannten liligenschaften der Wurzeln einer Gleichung 
folgt, daas die Summe + er, der beiden Distanzen der Axe 
yom Schwerpunkte, für welche die Schwingungsdauer der des 
einfachen Pendels gleich ist, gleich der I^knge I dieses ein- 
fachen Pendels ist Der Tri^eitsradius welcher der 
paialleteui durch den Schwerpunkt gehenden Axe entspricht, 
ist aber das geometiisdie Mittel der beiden Werthe des it. 

Das experimentelle Yer&hren kann nun folgendermaassen 
skizzirt werden. Man yerfertigt ein bezüglich einer Ebene 
möglichst symmetrisches Pendel und bringt daran zu ent? 
gegengesetzten Seiten des Schwerpunktes zwei Schneiden so 
an, dass beide ihre scharfe Kante dem Schwerpunkte zu- 
kehren und sich so verschieben lassen, dass ihre scharfen 
Kanten dabei immer möglichst parallel und in der Sym- 
metrieebene bleiben. Man stellt sie dann durch Kunst- 
griffe, deren Beschreibung nicht hierher gehört so ein, dass 
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das Pendel auf jede der beiden Kanten dieser Schneiden 
aufgelegt genau dieselbe Schwingungsdauer hat, ohne dass 
jedoch beide dieselbe Entfernung yom Schwerpunkte haben. 
Dann ist die Summe der Entfemimgen der beiden Kanten 
vom Schwerpunkte, also, da dieser in ihrer Ebene liegt, die 
Entfemnng der beiden Kanten gleich der Länge des einfachen 
PendelB, welches dieselbe Schwingnngsdaaer hftite. Die Ent- 
femnng der beiden Kanten nnd die Schwingongsdaner des auf 
der einen oder anderen- Kante ruhende znsammengeseteten 
(physischen) Pendels kann aber sehr genau gemessen nnd 
80 indirect die Länge l eines einfjachen Pendels yon gleicher 
Schwingnngsdaner r nnd diese Schwingungsdaner selbst be- 
stimmt werden, woraus dann g mittelst der Formel 157) folgt. 
Die Correctionen, welche man wegen des Luftwiderstandes, der 
mangelnden unendlichen Kleinheit der Amplituden, der un- 
vollständigen Kealisirung dieser oder jener Bedingung anzu- 
bringen hat, wären nicht allzu schwer ableitbar, aber viel 
zu weiüäuüg) um hier erwähnt werden zu können. 

§ 62. Der Schwingongsmittelpunkt 

Wir wollen hieran noch einige Bemerkungen knüpfen, 
welche Maxwell in seiner Mechanik bringt Wenn ein um 
eine Aze drehbarer Körper nicht aufhört stair zn sein nnd 
dieselben Kr&fte auf ihn wirken, so wttrde er sich, wie wir 
sahen, unter denselben An&ngsbedingungen in derselben 
Weise bewegen, wenn die Masse aller ttbiigenMassentheilchen 
desselben gleich Null gemacht und nur die eines einzigen 
MassentJieilchens (ßieick der gesammten Masse if des Körpers 
gemacht würde, welches sich in einer Entfernung von der 
Axe befindet, die gleich dem Trägheitsradius X ist. Man kann 
sagen, dass sich das Trägheitsmoment des Körpers bezüg- 
lich jener Axe durch das dieser einzigen Masse ersetzen 
lässt. Wir können dieselbe auch durch zwei Massen ju^ 
imd fß^ ersetzen, von denen die eine in der Axe, die andere 
in einem zu suchenden Abstände davon sich befindet und 
welche zusammen gleich der Gesammtmasse des Körpers sind. 
Da wir nun eine verfugbare Grösse mehr haben, so können 
wir diese beiden MassentheUchen so wählen, dass auch ihr 
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gemeinsamer Schwerpunkt mit dem des Körpers zusammen- 
fäUi Wir erreichen dadurch einen zweifachen Vortheil. 

Erstens ist auch die Resultirende der Schwerkräfte, 
welche auf diese beiden Massentheilchen ivirken, identisch 
wie f&r die Schwerkräfte« welche auf den nnprünglich ge- 
gebenen Körper wirken. 

ZweitenB ist nach dem in § 57 entwickelten Satze über 
das TrS^eitBinoment bezttglioh paralleler Axen auch das 
Tri^iheitsmoment der beiden Massen gldch dem des EOrpera 
bezflglich jeder der nisprünglich gegebenen paralleleii Axe. 

Um Grösse ond Lage dieser beiden Massen zu fmden, 
ftllen wir yom Schwerpmikte 8 des Körpers auf die nr- 
sprünglich gegebene Drehungsaxe eine Senkrechte 8 0, deren 
Länge wir wieder mit a bezeichnen. In O denken wir uns 
eine Masse /ij, auf der von O nach S gezogenen Geraden 
im Punkte P jenseits S eine zweite Masse fi^ in der Ent- 
fernung X Yon S\ wir erhalten 

j«! + ^, = If, 

weil die Gesammtmasse, 

fji^ + H^x^ = L =^ A*if, 

weil das Trägheitsmoment bezüglich der durch den Schwer^ 
punkt gehenden Axe und 

weil der Schwerpunkt flEb* den Körper und für das aus beiden 

Massen gebildete System gleich sein soll. 

Substituirt man den aus der ersten Gleichung folgenden 
Werth von in die zweite und dritte und dann den aus 
der dritten folgenden Werth von in die zweite, so folgt 

daher 

MX* M<j^_ 

'*> *^ + ff« ' '*» +' ff' ' 

Da nun das System der beiden starr verbunden ge- 
dachten Massen und ju, dasselbe Trägheitsmoment bezüg- 
lich der ursprünglich gegebenen Axe bat, wie der gegebene 
Körper und auch die Schwere dieselbe Wirkung darauf aus- 
übt, so muss es als zusammengesetztes Pendel unter dem 
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Einflüsse der Schwere um diese Axe, welche wir uns horizontal 
denken, schwingend auch dieselbe Schwingungsdauer haben. 
Da ferner fi| in der A.xe selbst liegt, so ist dies die Schwingungs- 
dauer eines einfachen Pendelfli dessen Masse sich in P befindet. 
Der Körper schwingt also nm die betreffende Axe genau so 
me ein einfaches Pendel, deaeen Masse sich in P befindet^ 
weshalb Pder Schwingongsmittelpnnkt des zusammengesetzten 
Pendels heissi Da dieses ein&che Pendel die Länge 

<r + « =s <F + A*/<r 
hat, so ist dies die froher mit l bezeichnete libige des- 
jenigen ein&chen Pendels, das dieselbe Sdiwingungsdaner 
hat. Nnn hat aber das starr verbundene System der beiden 
Massen und auch bezüglich jeder parallelen Axe das- 
selbe Trägheitsmoment wie der Körper. Wenn wir daher 
jetzt beide Systeme um eine parallele durch den Punkt P. 
der früher Schwingungsmittelpunkt war, also durch die 
Masse fi^ gehende Axe unter dem Einflüsse der Schwere 
schwingen lassen, so haben beide untereinander wieder die- 
selbe Schwingungsdauer. Das System der beiden Massen 
/[Aj nnd jUg ist aber dann wieder ein einfaches Pendel von 
der Länge / = (7 + it'/<j. Daher ist jetzt 0 der Schwingnngs- 
mittelpunkt des Körpers, welcher wieder dieselbe Schwingnngs- 
daner hat wie froher, wo 0 der Drehnngspnnkt nnd P der 
Schwingnngsmittelpnnht war nnd man sieht ohne Bechnung, 
dass der Körper nm beide Azen dieselbe Schwingungsdaner 
hat, sowie auch ein einfaches Pendel, dessen Lftoge der Ab« 
stand der Azen ist 

Wir wollen durch ein ebenes Bret eine Stricknadel 
senkrecht auf dessen Ebene stecken, l sei die Entfernung 
des Schwingungsmittelpunktes von der Stricknadel, wenn 
diese horizontal liegt und das Bret als Pendel um sie als 
Axe schwingt. An die Stricknadel befestigen wir einen 
Faden Yon der Länge /, dessen Ende eine kleine Kugel 
trägt, welche das Bret gerade berühren soll. Wir fassen 
die beiden Enden der Stricknadel mit den Fingern und 
bewegen sie beliebig auf und ab und hin und her, jedoch 
so, dass sie immer horizontal und das Bret immer in der- 
selben Ebene bleibt Nun ist die Bewegung der Kugel Tom 
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Absolutwerth ihrer Masse unabhängig ; bei passender Wahl 
desselben aber sowohl das Trägheitsmoment, als auch die 
Wirkung der Schwere für das Bret und die kleine Kugel 
gleich; daher bewegen sie sich genau in derselben Weise. 
Die Kugel berOhrt also das Bret immer in demselben Punkte. 
Die durch ihren Hittelpunkt gezogene horizontale Gerade geht 
fortwährend durch den Schwingungsmitteipunkt des Brettes. 

§ 63. Der Xittrtpunkt des Stoises. 

Wir wollen wieder zu dem ursprünglich gegebenen 
Körper und den beiden starr verbundenen Massen fx^ und fi^ 
zurückkehren. Der Körper und die beiden Massen sollen 
mit gleicher Winkelgeschwindigkeit um die ursprüngliche Axe 
rotireiL Die Wirkung der Schwere können wir uns dabei, 
wenn wir wollen, hinwegdenken. Durch die Masse /u, sei 
eine zweite, der ersten Axe parallele, massenlose Axe ge- 
legt und mit beiden Massen starr yerbonden. Wir denken 
uns diese zweite Axe plötzlich festgehalten und gleichzeitig 
die Lager der ursprOnglichen Axe entfernt Dadurch wird 
die Masse fi^ in ihrer Bewegung plötzlich aufgehalten und 
da ju^ ohnedies ruhte, kommt das System beider Massen 
zur Buhe, ohne dass auf die erste Masse irgend ein Stoss 
ausgeübt wird. Würden wir dagegen irgend eine andere, 
mit beiden Massen fest Teibundene Axe, weiche nicht durch 
die augenblickliche Bewegungsrichtung der Masse /n., hin- 
durchgeht, plötzlich festhalten, so würde das System nur 
zur Ruhe kommen, wenn wir gleichzeitig die ursprüngliche 
Axe festhalten würden, welche also einen Stoss erführe. Das 
Gleiche gilt natürlich auch von dem Körper, da dessen 
Trägheitsmoment bezüglich aller dieser Axen dasselbe ist. 
Wenn wir ihn durch irgend eine Kraft plötzlich aufhalten, 
deren Bichtung durch eine durch den Schwingungsmittel- 
punkt parallel der Drehungsaxe gezogene Gerade geht und 
senkrecht auf der durch diesen und die Drehungsaxe ge- 
legten Ebene steht^ so erfährt die ursprOn^^iche Drehungsaxe 
dabei keinen Stoss. 

Wenn die Drehungsaxe ausserdem noch Haupttriigheits- 
axe bezüglich ihres Durchschnittspunktes mit der zu ihr 
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senkrechten, die Richtung der Kraft enthaltenden Ebene ist, 
80 erfährt sie auch kein Drehmoment» es erfahrt also dann 
. jedes der Lager keinen Stoss. Der Fiuspunkt der in diesem 
Falle von der Axe auf die Richtung der Kraft gefällten 
Senkrechten heisst der Mittelpunkt des StoBses. Nicht nur 
wenn die durch ihn der ursprttnglichen Drehaze parallel 
gezogene Aze, sondern auch wenn dieser ^ne Punkt w&hrend 
der Drehung plötzlioh festgehalten wird, eifidirt keines der 
Lager der ursprOngUchm Drehaxe einen Stoss. 

§ 64. Xeduction der allgemeinen Bew^n^V ftsten 
Körpers auf die, wo ein Punkt futgehalten ist Kebendigo 
Kraft der Bewegung relativ gegen den Sehwerpunkt 

Wenn in einem festen Körper ein einziger Punkt fest- 
gehalten wird, so kann er sich noch beliebig nach allen 
Richtungen um denselben drehen. Um die Gesetze dieser 
Drehung zu finden, müssen wir uns zu den Kräften, welche 
sonst auf den festen Körper wirken, noch eine in diesem 
Punkte angreifende Kraft hinzugefügt denken, deren Grösse 
und Richtung aus den drei Gleichungen 134) stets so zu 
bestimmen ist, dass dieser Punkt in Ruhe bleibt. Diese 
Kraft ist eben di^enige, welche die den Punkt festhaltende 
Vorrichtung auf den KOrper ausübt Wir wollen den festen 
Punkt als Coordinatenanfangspunkt eines im Baume fixen 
wSlüen, dann sind also die Momente dieser Kraft bezflglich 
der Coordinatenaxen Null. Dieselbe geht also in die drei 
Gleichungen 1S6) nicht ein, welche somit die Bewegung des 
Kdrpers bestimmen. Bezeichnen wir mit a;', y\ z' die Goordi- 
naten irgend eines Punktes des Körpers bezüglich dieses 
Coordinatensystems und mit X, Y, Z die Componenten der 
darauf wirkenden gesummten äusseren Kraft in den Coordi- 
natenrichtungen, so erhalten wir, wenn wir immer blos die 
auf eine der Coordinatenrichtungen bezughabende Gleichung 
hinschreiben, analog mit Gleichung 136) folgende Gleichung 

16«) 2» [y ^- - '^^) ^-^WZ-^T) 

als Bepräsentanten der drei Bewegungsgleichungen des 
K&rpers bei der Drehung um einen festen Punkt 
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Wir sahen, dass bei einem beliebigen Systeme die Be- 
wegung des Schwerpunktes dnrch die Gleiehnngen 66) be- 
stimmt ist| also immer so geschieht, als ob daselbst die 
ganze Masse des Körpers vereint wäre nnd alle auf den 
Körper wirkenden Kräfte auf sie wirkten. Die Bewegung 
des Schwerpunktes ist hiermit auf das ein&chere, sdion be- 
handelte Problem der Bewegung eines einzigen materiellen 
Punktes unter dem Einflüsse gewisser Kräfte zurückgeführt. 
Dies gilt also auch für einen beliebigen festen Körper. Da 
wir jetzt die äusseren Kräfte nicht mit den deutschen, son- 
dern den lateinischen Buchstaben bezeichnen, so verwandeln 
sich die Gleichungen 66) für einen solchen in 

160) Jff^-2Jr. M^^^Y, M^ = -^z, 

wenn wie in den Formehi 66) M die Gesammtmasse des 

Körpers ist 

Wir wollen nun femer beweisen, dass die Drehung eines 
vollkommen freien festen Körpers um den Schwerpunkt immer 
genau so geschieht» als ob der Schwerpunkt festgehalten würe 
und im üebrigen dieselben Kräfte auf den festen Körper 
wiricten, was wir den Satz über die Bednction der freien 
Drehung eines festen Körpers auf die um einen festen Punkt 
nennen wollen. Wir können daher das Problem der Bewegung 
eines vollkommen freien festen Körpers unter dem Einflüsse 
beUebiger Kräfte als gelöst betrachten, wenn wir das der 
Drehung desselben um einen festen Punkt unter dem Kiiiilusse 
beliebiger Kräfte gelöst haben. Wir werden das letztere Pro- 
blem im zweiten Theile ausführlich behandeln, wollen aber 
jetzt schon den Beweis des Theorems derReduction der freien 
Drehung eines festen Körpers auf die um einen festen Punkt 
liefern. Die Momentengleichung 70) lautet in unserer jetzigen 
Bezeichnung für den vollkonmien freien Körper: 

161) :^»»(»|^-»-j|-)=:2(»^-*r), 

welche wir wieder auch als Bepr&sentanten der beiden ana- 
logen, f&r die beiden anderen Goordinatenazen betrachten. 
Seien wieder |, 17, f die Ooordinaten des Schweipunktes 8 
des Körpers. Wir benutzen nun ein zweites bewegliches 
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Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt S 
des Körpers sei und dessen Axen denen des ersten Coordi- 
natensystems stets parallel seien, x', i/, x seien die Coordi- 
naten desjenigen Punktes des Körpers bezüglich des zweiten 
Ooordinatensystems, der bezüglich des ersten Coordinaten* 
Systems die Goordinaten % hat Dann ist 

162) a? = a^ + {, y-j^ + i;, «-^tf'+f. 

Femer ist, da der Schwerpunkt zu jeder Zeit der Coordi- 
natenarsprung des neuen Coordinatensystems ist» zu jeder Zeit 

163) 

woraus dnreh Differentiation nach der Zeit folgt 
164) .2»«^«0, 5;«»-^-0, ete. 
Mit Rücksicht auf die Werthe 162) folgt 

Das zweite und dritte GHed der letasten Zeile TerBchwindet 

mit Rücksicht auf 168) nnd 164), das letzte ist mit Bück- 
sicht auf 160) gleich n^^^» Daher folgt 

und ebenso 
Da femer 

ist» 80 folgt endlich ans 161) 

Diese Gleichung ist identisch mit der Grleichung 159). 
Letztere würde die Bewegung desselben Körpers relativ 
gegen drei stets durch den Schwerpunkt gehende, nicht 
rotirende Coordinatenaxen bestimmen, wenn nebst den 
übrigen unverändert auf den Körper wirkenden Kräften auf 
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dessen Schwerpunkt noch stets eine Kraft wirken würde, 
die ihn fortwährend in Buhe erhält Es geschieht also in 
der That die Drehung um den Schwerpunkt genau so, als 
ob derselbe ohne eine andere Veränderung der auf den 
Körper inrkenden Kräfte fortwährend feetigehalten wttrde. 
Bevor wir jedoch zur Drehung eines festen Körpers um 
einen festen Punkt übergehen, wollen wir noch eine Beihe 
wichtiger allgemeiner Principe kennen lernen. 

Wir wollen Torher noch kurz jein allgemeines Theorem, 
dass sich nicht blos auf feste Körper bezieht, beweisen. 
Seien n ganz beliebige materielle Punkte gegeben, die starr 
verbunden sein können oder nicht. |, seien die Coordi- 
naten des Schwerpunktes des von diesen Punkten gebildeten 
Systems zur Zeit t bezüglich eines beliebigen fixen Coordi- 
natensystems. x, ?y, z die Coordinaten eines beliebigen der 
materiellen Punkte zur selben Zeit bezüglich desselben Coordi- 
natensystems, x\ y\ z' die Coordinaten desselben materiellen 
Punktes bezüglich eines Coordinatensystems, dessen Axen 
immer denen des ursprünglichen parallel sind, aber sich so 
parallel zu sich selbst im Baume bewegen, dass sie immer 
durch den Schwerpunkt gehen. £s ist dann: 



die gesammte lebendige Kraft des Systems. Den Ausdruck 



können wir als die lebendige KrafI; der relatiyen Bewegung 
der materiellen Punkte gegen den Schwerpunkt bezeichnen, 
Suhstitniren wir im Ausdrucke für 7 die Werthe 162) 
und bedenken, dass 



Hier ist das letzte Glied die lebendige Kraft^ welche 
der gesammten Masse aller Punkte zuldbne, wenn dieselbe 






ist, also nach 164) verschwindet, so folgt 
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fortwährend im Schwerpnnkte Tereint wäre und die Be- 
wegung desselben hätte. Man nennt diese letztere lebendige 
Kraft die lebendige Kraft der fortBobreiteiiden Bewegung des 
Schwerpunktes. Es ist also die gesammte lebendige Kraft 
aller Punkte des ßyatemB immer i^eich der Summe der 
lebendigen Kraft ihrer Bewegang relatlT gegen den Schwer- 
punkt und der lebendigen Kraft der fortschreitenden Ben 
wegung des Schwerpunktes. 



YI. Vergleich der Principe, die dnrch Variation 
des ZustandeB m einer bestimmten Zeit gewonnen 

werden. 



§ 65. Analjtiseher Beweis eines speciellen TaUoi des 

Oanas^sehen Piinoipei. 

Wir wollen nun zur Ableitung eines neuen mecha- 
nischen Principes übergehen. Es sei zunächst ein beliebiges 
bolonomes System gegeben, dessen Bedingungen ausschliess- 
lich durch Gleichungen deünirt seien, die wir also in der Form 

165) SP|Ä«i>»i = 0 

schreiben können, welche gleichlantend mit 127) ist Andi 
in allem üebrigen woUen wir die in § 34 gebrauchten Be- 
zeichnungen verwenden. Wir bezeichnen wieder die Be- 
wegung; welche das System bei einem bestimmten Anlangs- 
zustande unter dem Einflüsse der darauf wirkenden Kräfte 
und unter den herrschenden Bedingungen macht, als die 
wirkliche Bewegung desselben. Dabei sind die Coordinaten 
Xj^, y^j *Ä materiellen Punktes gewisse Functionen 

X(t), ^(t)y ct)(t) der Zeit Wir fanden schon in § 43, dass 
die wirkliche Bewegung durch die Gleichnngen 129) be- 
atimmt ist 

Wir wollen nun die Coordinaten Xj^, y^^, xj^ jedes mate- 
xiellen Punktes gleich etwas anderen Functionen X\ % 
der Zeit setzen. Die dadurdh bestimmte iBewegmig des 
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Systems nennen wir die nach Ganss' Manier yariirte Be- 
wegung. Diese anderen Functionen der Zeit sollen so gewählt 
werden, dass zu einer bestimmten Zeit, die übrigens beliebig 
gewählt werden kann, weder die Werthe der Ooordinaten, 
noch deren erste Differentialqnotienten nach der Zeit, die wir 
dnroh einen angehängten Strich maj^iren, eine Yeränderong 
erfahren. Wohl aber sollen die zu dieser Zeit geltenden 
Werthe der Besdüennigungen af, y'hf ^' für jeden mate- 
riellen Punkt unendlich kleine Zuwächse ix^f 8yi, S%i er» 
&hren, welche sonst beliebig sind; sie sollen nnr der Be- 
schränkung unterworfen sein, dass die varürte Bewegung 
ebenfalls den Bedingungen des Systems genügen soll, d. h. die 

Substitution von Xi (0» V'i W> (0 ^ Vh^ H eben- 
falls die Bedingungen des Systems, welche die Form 165) 
haben, befriedigen. Die Zuwächse, welche die der Zeit t 
entsprechenden Werthe der verschiedenen Grössen beim 
üebergang von der wirklichen zu der nach Gauss' Manier 
▼ariirten Bewegung erfahren, bezeichnen wir wieder durch 
ein vorgesetztes 9* Wir wollen nun beweisen, dass für den 
üebergang von der wirklichen Bewegung zn der nach 
Gauss' Methode Tarürten stets 



Natürlich gilt dies nur gerade für den fraglichen Zeit- 
moment, für welchen die Coordinaten und Geschwindigkeits- 
componenten keine Aenderungen erfahren, also: 



ist. Die Functionen Xi (0> V^i (0> ^\ (0 können immer so ge- 
wählt werden, dass diese Gleichung für einen bestimmten, 
beliebig gewählten Zeitmoment, nicht aber so, dass sie für 
eine endliche Zeitdauer erfüllt sind. In letzterem Falle 
müssten auch 8xi, Sy^, dx'h während der ganzen Zeit ver- 
schwinden. Wir beweisen die Gleichung 166) in folgender 
Weise: ans den Gleichungen 166) folgt für die wirkliche 
Bewegung ^rtttirend der Zeit dt 




+ (fiH4'--ZÄ)^<l-0 ist 



167) 



h^l, 2 ...» 
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hmn 

TT -^Jj iä^ + öii: +^ j - ^• 
Daraus folgt durch noehmalige Differentiatioa nach t 

wobei 0 bloB die Zeit die Goordinaten und deren eiste 
Ableitungen nach der Zeit enthilt Da nnn aber weder die 

Goordinaten, noch deren erste Ableitungen nach der Zeit 

beim Uebergange von der wirklichen zu der nach Gauss' 
Manier varürten Bewegung eine Veränderung erfahren, so 
erfährt weder 0 noch drpjdxj^j dtp^dy^^j d(f>Jd%^ bei 
diesem Uebergange eine Veränderung. £& folgt also aus 
Gleichung 168) 

le«) ^ - 0. 

Die wirkliche Bewegung erfolgt nun den Gleichungen 129) 
gemäss. Moltiplicirt man die Gleichung 129) mit 8xif die 
beiden analogen fllr die und ji^Aze geltenden aber mit 
9^ und ^xjjf und addirt alle so fOr alle Werthe des ^ ge- 
bildeten Gleichnngen^ so folgt mit Bftcksicht anf 169) sofort 
die Gleichnng 166)b Bilden wir nnn den Aosdrack 

hmn 

170) ^ [(f»A % - A',)^ + K y; - YnY + K 4' - -4)'] , 
h = \ 

80 erfahren in diesem Ausdrucke beim Uebergange von der, 
wirklichen zu der nach Gauss' Manier variirten Bewegung 
nur die Grössen y'j^ und Veränderungen. Die erste 
Variation des Ausdruckes 1 70) ist also durch die linke Seite 
der Gleichung 166) gegeben. Diese Gleichung drückt also 
aus, dass die erste Variation des Ausdruckes 170) beim 
Uebergange von der wirklichen zn der nach Gauss' Manier 
▼anirten Bewegung für die Zeit t verschwindet und da, wie 
man sofort sieht, die zweite Yaziation dieses Ausdruckes 
jedenfiüls positiT ist, so- ist dieser Ansdrack ein Minimnm. 
Er nimmt ftr jede Zeit i zu, wenn man ftlr diese Zeit von 

14» 
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der inridichen Bewegung sa einer beliebigen nach Gauss* 
Manier vanirten ftbergehi 

Befinden sich unter den Bedingungen nicht holonome 
Gleichungen Ton der Fonn 78), so rnuss fär jede Bedingung 
Yon dieser Form beim TJebergange von der wirididien zur 
Tariirten Bewegung, damit der Ausdruck 170) ein Ifinirnnm 
sei, wiederum auch die variirte Bewegung in ihrem zeit- 
lichen Verlaufe jener Bedingung entsprechen. Es muss also 
auch für die Tariirte Bewegung 

A=n 

sein. Hieraus folgt durch Difierentiation nach der Zeit 

wobei 0 wie in 168) eine Function der Grössen ist, deren 
Variation nach 167) yerschwindet Daher folgt aus der 
letzten Gleichnng durch Variation 

171) 2(^*^4+ '^1^^^^+ ö^^^O = 0. 




Das im gegenwärtigen Paragraphen Vorgetragene bildet 

im Wesentlichsten den Inhalt des Gauss' sehen Princips 
des kleinsten Zwanges. Wir wollen es durch geometrische 
Constructionen noch weiter veranschaulichen und dabei auch 
den bisher ausgeschlossenen FaU mit einbeziehen, dass ge- 
wisse Bedingungen die Form yon Ungleichungen haben. 

§ 66. Begpriff des Zwanges. 

Wir wollen uns die Lage der sämmthchen n materiellen 
Funkte zu den Zeiten t, t + dt und i-{-2dt Torzeichnen. Der 

hie derselben, dessen Masse ist, 
-^--'^^j;' soll sich zu diesen Zeiten in den 
Punktettuij,^ befinden (Pig.ie). 
Sei femer Dj^ der Punkt des 
PI Banmes, wohin dieser materieUe 

Ponkt zur Zeit t + 2di gelangt 
wäre, wenn er sich« wie dies wirklich der FaB ist» znr Zeit i 
in Jj^, zur Zmt i-^^dt in JB^^ befunden hätten wenn aber gar 
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keine Kräfte auf ihn gewirkt hätten. J57^ aber sei der Punkt des 
Raumes, wohin er zur Zeit t 2dt gelangt wäre, wenn er 
wieder zur Zeit t in Af^, zur Zeit t + dt in. Bj^ gewesen 
irftre und blos die expliciten Kräfte auf ihn gewirkt hätten« 
deren Besultirende in den Ooordinatoniichtongen die Gompo* 
nenten JSJ^, r,^, ^ hat 

Dann isfc ^Z^s und diese Strecken üidlen «ach 
in dieselbe Gerade. D]^JE% ist die mit mnltiplicirte Be- 
schlennignng^ welche der materielle Punkt durch die eopli- 
dten Er&fte aQein w&hrend der Zeit dt erfahren wttrde und 
welche wir in § S4 die e^lidte Beschlennigung genannt 
haben. Die »Projectionen dieser Strecke Dj^Ej^ auf die 
Coordinatenazen sind daher nach 84) 

I>^^€^ dagegen ist die mit dt* mnltiplicirte Beschlea* 
nignng, welche er wirklich erfthrt, welche also dorch die 
Totalkr&ftey d. h. die expliciten nnd die Verbindongskrftfte 
zosammen enengt wird. 

Bezeichnen wir wie in Gleichung 85) die Gomponenten 
der resoltirenden Verbindungskraft, welche auf den Äten 
materiellen Punkt wirkt, in den Coordinatenrichtungen mit 
ihf ^hf hk» n&ch 81) und 88) 

die dorch dfi dividirton Frojectionen der Geraden I>l^C^ 
anf die Coordinatenazen. Verbinden wir die beiden Ponkte 

Ef^ und Cf^ durch die vom ersteren gegen den letzteren Punkt 
hin gezogene G-erade Ef^ Cf^, so stellt diese G-erade die mit d t* 
mnltiplicirte Beschleunigung dar, welche der materielle Punkt 
durch die Verbindungskräfte allein während der Zeit di 
erhalten hätte. Die durch dt^ dividirten Frojectionen von 
E|^Cf^ auf die Cordinatenazeu sind also 
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Die gleiche, aber entgegengesetzte Gerade C^J?^ ist 
durch dt^ dividirt, das, was wir in § 34 die Terlorene Be- 
schleunigong des betreffenden Punktes nannten, d. h. die 
Gidsse, die man Ton der Beschlennigiinc^ welche die ezpli- 
dten Erftfte bei Abwesenheit aller Bedinignngeii erzeugen 
wttrden, abxielien mnss, nm die wirkliche Beschtennignng 
ni eihalten. Die durch diyidirten Flrojectionen Yon GJ^jE^ 
auf die GoordinAtenazen sind also nadi 85) 



172) 



Nach 172) ist der Ausdruck 170), Ton dem wir be- 
wiesen haben, dass er fbr die wirkliche Bewegung ein 
Mininnim ist^ |^di 



1 



also gleich der Summe der mit der jedesmaligen Masse 
mnhiplicirten Qoadrate der Torlorenen Beschlennigongen 
aller materiellen Ponkte oder der Summe der durch die 
Ifasse dividirten Quadrate aller yerbrenen Er&ite, da für 
jeden Punkt die verlorene Kraft gleich dem Frodncte seiner 
Ifasse in seine Terlorene Besdbleunigung ist 

Wftren keine Verbindungskr&fte Toihanden, so wSre der 
materielle Punkt mj^ zur Zeit i + 2dt unter dem Einflüsse 
der wirkenden expliciten Kräfte nach Ej^ gelangt In Folge 
der Verbindungskräfte, welche die Bedingungsgleichungen 
herhalten, ist er nicht nach JE?^, sondern nach gelangt, 
er wurde also durch die Verbindungskräfte gezwungen, sich 
nach Cf^, statt nach E,^ zu bewegen. Die Strecke E)^ Cj^ ist 
die durch die Verbindungen erzwungene Abweichung von 
der expliciten Bewegung. 

Bekanntlich wird in der Methode der kleinsten Quadrate 
das Quadrat der Abweichung des beobachteten vom wahren 
Werihe mnltiplicirt mit dem sogenannten Gewichte der Be- 
obachtung als ausschlaggebend angesehen. Analog wollen 
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wir auch hier das mit der Masse des materiellen Punktes 
multiplicirte Quadrat der Abweichung Ej^ Cj^, das wir noch 
mit der als constant zu betrachtenden Grösse dt* diyidireni 
um Endliches zu erhalten,^) also die Grösse 



als das Maass der durch die Verbindungen bewirkten 
Störung der Bewegung bezeichnen. Wir nennen diese 
Grösse auch das Maass des Zwanges, den der betreffende 
.' Punkt durch die Verbindungen erlitten hat oder ktlrzer 
den Zwang des betreffenden Punktes. Die Summe der so 
für alle materiellen Punkte des Systems gebildeten Grossen, 
also der Ausdmck 173) heiBsi der Zwang des ganzen Systems 
zur betreffenden Zeit 

Der im Torigen Paragraphen gefundene Sats kann also 
unter TOnffthmng dieser AusdrucksweiBe dahin ausgesprochen 
werden, dass der Zwang des ganzen Systems fta die wirk- 
liche Bewegung zu jeder Zeit ein Minimum ist, d. h. dass 
er zu jeder Zdt idtdist, wenn man Ton der würUiöhen Be- 
wegung zu einer beliebigen, nach Gauss' Manier varürten 
Bewegung übergeht. 

Unter dem Zwange des Systems bei der variirten Be- 
wegung verstehen wir dabei den Ausdruck, den wir aus 173) 
erhalten, wenn wir darin für den Punkt des Raumes 
setzen, wo sich der betreffende materielle Punkt bei der 
Tarürten Bewegung zur Zeit t + 2dt befindet. Letzterer 
Zwang ist also 



Das Minimum des Ausdruckes 178) ist also so zu ver- 
stehen: die Lage sämmtlicher Punkte zu den ebenfalls ge- 
gebenen Zeiten t und t-^ dt sei unverändert gegeben. Daraus 
kann die Lage berechnet werden, welche sie zur Zeit t + 2dt 
hätten, wenn nur die explidten Kräite, aber keine Bedingungen 



>) Gerade der Quotient ntn . (Ch Eu)*ld ist von d«r Qröioe de« dt 
mtabhfagig, da CkJ^ proportionAl di* igt. 



174) 
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Yorhanden wären. Der Punkt wäre dann zur Zeit t 2dt 
in E,^; nun werde sämmtlichen Punkten zur Zeit 1 + 2 dt 
irgend eine andere, aber eine mit den Bedingungen verträg- 
liche Lage gegeben, wobei sich in i^^ befinde. Von allen 
diesen Lagen wird zur Zeit t + 2dt unter dem Tdreinten 
TflinflnggA der ezpliciten Kräfte und der Bedingungen des 

h=n 

Systems diejenige wirklich eintreten, für welche 

dn Mntlmmn igt, da ja i<< als gegebene Oonstante zn be- 
trachten ist. 

Wenn keine ezpfidten Erftfte YOilianden sind, so wftrde 
ohne Veibindungen keiner der Punkte eine Beschlennigimg 
erfelnen. Dann feilen die Punkte JD^ nnd snsammen. 

Ef^ ist identisch mit der gesammten Beschleunigung und 
der Ausdruck 173) stellt einfach die Summe der mit den 
Massen multiplicirten Quadrate der Beschleunigungen aller 
materiellen Punkte dar. Die Bewegung, für welche diese 
Summe ein Minimum ist, nennt man in neuer Zeit auch die 
geradeste, mit den Bedingungen verträgliche Bewegung. Sie 
tritt dem Principe des kleinsten Zwanges gemäss bei den 
herrschenden Bedingungen inuner ein, wenn keine eiplidten 
Kräfte wirfcen. 

§ 67. Qeometriicker Beweis des Frineipt des kleinsten 

Zwanges. 

Wir wollen nun noch diese S&tze, ftkr welche wir Insher 
nnr den anafytisohen Beweis des § 65 gegeben haben, geo- 
metrisdi beweisen» wobei wir uns auch Ton der beim firOheren 
Beweise eingeführten Beschränkung frei machen werden, 
dass die Bedingungen keine IJngleiohungen enäudten. 

Wir fassen da zunächst den Verlauf der wirkEchen und 
derjenigen Bewegung unserer materielleu Punkte von der 
Zeit t bis zur Zeit t 2dt ins Auge, welche wir die nach 
Gauss' scher Manier variirte nannten, jetzt aber kurz die 
variirte nennen wollen. Bei der letzteren sollen sämmtliche 
materielle Punkte zur Zeit t dieselbe Lage haben, wie bei 
der wirklichen Bewegung, ebenso zur Zeit t + dU Dadurch 
sind die Bedingungen 167) ausgedrückt, dass weder die 
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Coordinaten, noch deren erste Differentialquotienten nach 
der Zeit eine Aenderung erfahren sollen. 

Zur Zeit t 2dt aber soll der ^te Punkt bei der wirk- 
lichen Bewegung in sein, hei der Tariirten ftber irgend 
eine andere Lage ^ haben. Alle diese neuen Lagen sollen 
blos an die Bedingung gebunden sein, dass sie mit den zur 
Zeit t-\-2dt hemchenden, durch G-leichnngen oder Un- 
Ij^chnngen ausgedruckten Bedingungen des l^ystems Tcr- 
einbar smd. 

Bezeichnen wir daher mit Sa^, dbj^,Sej^ die Ftojectionen 
der Verschiebung Cj^F^^ des materiellen Punktes auf die 
Goordinatenazen, so mnss jeder holonomen Be^gungs- 
Belebung von der Form 165) an Stelle der Relation 86) 
die Grleichung oder Ungleichung 

entsprechen« Jeder nicht holonomen Bedingnngsc^chung 
oder Ungleichung yon der Form 78) oder 80) aber eni- 
sprichty wie wir bei Ableitung der Gleidinng 171) sahen, 
an Stelle der Relation 88) die Gleichung oder ünc^chung 

hmn 

In diesen beiden Belationen ist für f eigentlich i + 2di zu 
setaen, wodurch aber die betreffende Relation nur unend- 
lich wenig abgeändert wird. 

Nach unseren Festsetzungen ist also die Yerschiebnng 
des Systems aus der wirklichen Lage, welche es zur Zeit 
t + 2dt hat, in die variirte Lage, welche es zur selben Zeit 
hat, jedenfalls eine der Zeit t ■\-2dt entsprechende Virtuelle. 
Die Relationen 175) und 176) unterscheiden sich ja von 
86) und 88) nur dadurch, dass rTa^, Sh^^, (ic^ statt Sx^^ 
Sy^j Sxj^ steht Es muss also die Relation 92), die ja für 
alle Zeiten gilt, erfüllt sein. An Stelle der in dieser Relation 
vorkommenden Grössen öxj^f Syj^f sind natürlich wieder 
die Projectionen ^o^, Sh^^ d«^ der gegenwärtig mit (^Fj^ 
bezeichneten Yersduebung des materiellen Punktes m,^ auf 
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die CoordiDAtenrichtungen zu setzen. Diese Belation lautet 
daher: 

— — \)^, — 5^ smd aber nach 172) die mit mjdt^ 
mnltiplicirton Projectionen Yon C^£^^ auf die Coordinaten- 

richttmgen. Es ist daher 

wo der Winkel der gerichteten Geraden Cj^ Ej^ und Cj^ F,^ 
ist (yergL Fig. 16 a 212). 

Bildet man diesen Aosdrudc fftr alle materiellen Punkte, 
so erhält man gemftss der Belation 177) 

178) 2^A- <^A^A- C'^i^A.OOB*j/rf<»^0. 

Der Zwang füi die wirkliche Bewegung wurde durch den 
Ausdruck 178), der Ar die varürte Bewegung durch den 
Ausdruck 174) definirt; nun ist in dem Dreiedce Cj^Ej^Fj^ 

(Fig. 16) 

C,E,*+ C^F^''-2C^E^.C^F^oos.^,. 

Daher wird: 

fc>l hml hml 

h = n 

^"^Ä — coet?-^. 

Das zweite Glied der rechten Seite ist nothwendig positiv, 
wenn nicht alle = 0, resp. unendlich klein höherer 
Ordnung als dt* sind, wenn also nicht sämmtliche Beschleu- 
nigungen für die variirte Bewegung mit denen für die wirkliclie 
zusammenfallen. Das dritte Glied kann nach 178) auch nicht 
negativ sein. Da nun nach 174) die linke Seite den Zwang für 
die yarürte, das erste 61ied der rechten Seite aber nach 1 73) 
den Zwang für die wirkliche Bewegung darstellt, so ist für 
die wirkliche Bewegung der Zwang immer kleiner, als für 
jede nach der obigen Festsetzung mOgUche nunirte. 
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Ersetzen wir in dem ersten Gliede der rechten Seite 
(^m^ durch die Summe der Quadrate seiner duroh 172 t 
gegebenen Componenten in den Coordinatftnriohtangqn, so 
geht dasaelhe wieder aber in: 

was mit 170) übereinstimmt. Da in diesem Ausdrucke 
Xj^j Yj^f Zj^ als gegeben, die Beschleunigungen aber als 
variabel zu betrachten sind, so liefert die Bedingung, dass 
derselbe «m Miwimiiin sein soU^ aJlgemein die Belation 

179) I - -aW + Ky* - ly Öyü + 

Die Bedingung) dass die Lage sämmtlicher materieller Punkte 
za zwei unendlich nahe liegenden Zeiten (den Zeiten t und 
I + mit den für die wirkliche Bewegung zu diesen Zeiten 
geltenden Lagen zusammenfiallen muss, ist der geometrische 
Ansdnick der Gleichungen 167). Dieselbe wird h&ufig sk 
selbstrerstAndlich nicht erwtthnt, doch ist es jeden&Us im 
Interesse der Klarheit^ sie ausdrttcklich herrorzuheben. Die 
Functionen, welche die Coordinaten ftr die wirkliche und 
für die Yarürte Bewegung durch die Zeit ausdrücken, dürfen 
für die fragliche Zeit erst in den zweiten Ableitungen und 
da nur so abweichen, dass die zu dieser Zeit geltenden Be- 
dingungen des Systems erfüllt bleiben. 

Man sieht übrigens leicht, dass die Relation 178) mit 
179) identisch ist Da Cj^F^ eine ganz beliebige, der Zeit 
t 2dt entsprechende virtuelle Verschiebung ist, so waren 
wir berechtigt, ihre Projectionen ^o^, db^, ^c^ auf die 
Coordinatenazen ^ Sxj^y Sffj^, ^«j^ in die Belationen 92) 
zu substituiren. 

Wenn wir aber die wirkliche Bewegung des Systems 
mit der würten vetgleichaii so sehen wir, dass Dj^CJ^(Fig.l6) 
die mit dfi multiplicirte Beschleunignng des betreffenden 
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materiellen Punktes für die wirkliche Bewegung, Bj^F^^ da- 
gegen derselbe Ausdruck für die variirte Bewegung ist. 
Daher ist C^^i^^ die mit dt^ multiplicirte Variation, welche 
die Beschleunigang des betrefifenden materieUen Punktes 
beim üebergange von der wirklichen zur yarürten Bewegung 
erffthreo hat Die mit dt^ diyidirten Projectionen ^a^, 8hj^, Scj^ 
Ton (\Fj^ aaf die Coordinatenaxen sind also die Zm^Ushse 
^t/kf welche die Componenten der Beschleimigaiig 
in den Coordinatenriditangen beim Üebergange von der wirk- 
liehen zur ▼ariirten Bewegung ei&hien. Snbetitiiiien wir 
diese Werthe und für die Projectionen von Cj^Ej^ die mit 
mnltiplicirten Ausdrucke 172)i so folgt: 

-CiJ?i. 0,-85,. cos 

Mit Rücksicht hierauf geht die Relation 178) sofort in 
179) über, dt gilt wie immer als gegebene Constante. 

Substituirt man dieselben Werthe für 8a^^ <^c^ in 
in die Belationen 175) und 176) und dividirt durch dt\ 80 
gehen dieselben in folgende Belationen über: 

▼on denen die erste iigend einer holonomen, die zweite 
irgend einer nicht holonomen BedingungsgLeiohung oder ün- 
gieichung entspricht Diese beiden Belationen sind also der 
aHgemeinste analytische Ausdruck ftr die Bedingungen, 
welche nebst den Gleichungen 167) erfüllt sein müssen, 
damit der Ausdruck 170) ein Minimum wird. (VergL die 
Gleichungen 169) und 171). 
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§ 68. Yergleioli dei Prinoipt des kleinitan ZwtDgw mit 
dem der Ylrtnelleii YeraehielniiigeiL 

Wir haben das Princip des klemsten Zwanges ans dem 
der TirtaeUen Verschiebungen abgeleitet So lange das Gleich* 
heitszeichen gilt, folgt wieder nmgekehrt ans der abgeleiteten 
Gleichung auch die nrsprttn^che, da wir ja Mehrdeutig- 
keiten ausschlössen. Sobald also immer Gleichheitszeichen 
gelten, ist das Princip der virtuellen Verschiebungen mit 
dem des kleinsten Zwanges gleichbedeutend. 

Wenn aber aus zwei Ungleichungen eine dritte folgt^ 
so folgt aus der zweiten und dritten im Allgemeinen nicht 
wieder die erste. Es ist also die zweite und dritte nicht 
mit der ersten und zweiten gleichbedeutend. Daher sind 
auch die Bedingungen 180) nicht mit 86) und 88) identisch» 
nnd das Princip des kleinsten Zwanges ist, wenn Eelationen 
mit Ungleichheitszeichen yorhanden sind, im Allgemeinen 
nicht mit dem der virtuellen Verschiebangen gleichbedentend, 

FOr danemde Bohe sfimmtlidier materieller Punkte sind 
jedoch beide Principe anch in letzterem Falle ^eichbedentend, 
so dass anch aus dem Principe der rirtnellen Venchiebnngen 
die Bedingungen des Gleichgewichtes im Rnheznstande immer 
eindentig folgen, wie man folgendermaassen sieht Im Falle 
des Gleichgewichtes im Ruhezustande coincidiren die vier 
Punkte vl^, B^, C\, L\ (§ 66, Fig. 16), da die Anfangs- 
geschwindigkeit sämmtlicher Punkte Null ist. Es wird also 
der Unterschied C^^Fj^ zwischen der Beschleunigung bei der 
variirten und wirklichen Bewef^ung identisch mit der vir- 
tuellen Verschiebung des betreffenden Punktes. Die Pro- 
jectionen von Gj^Fj^ auf die Coordinatenaxen können daher 
ebenso gut die Grössen ^x)^', öy^ und als die Grossen 
9x^, dyj^ und 8%^ bedeuten nnd die beiden Relationen 93) 
nnd 179) werden identisch. 

-Analytisch spricht sich dies dadurch aus, dass man 
wfthrend jedes Zeitmomentes einer sehr kleinen Zeitr den x", 
^' nnd welche an&ngs alle gleich Nnll sind, beliebige mit 
den Bedingungen yertrft£^che sehr kleine Werthe Bq£% Stf* 
nnd Sji' ertheQen kann. Die Belation 179) gilt dann 
wShrend jedes dieser Zeitmomente. Integrirt man zweimal 



Digilized by Google 



222 



YL § 68. Yfligleidi beider Prinoipe. [OL 180a. 



▼on 0 bis r, so kann man die Klüfte dabei constant be- 
trachten, da die Bewegung des Systems anfangs mit der Ge- 
schwindigkeit Nttllj sp&ter nnr mit unendlich kleiner Qe- 
sdiwindii^eit geschieht; die Beschleunigungen d4', j/H, aber 
sind an&ngs Null, bleiben immer sehr klein gegen XJft^, 
und ZJmj^ und können daher yemachlftssigt werden. 
'Ea folgt also zunächst 



180 a) 



hml 0 0 0 0 



0 0 

Offenbar ist aber * » 

fdtfdtSaS 

• 0 0 

der gesammte Coordinatenzuwachs Ja^, und dasselbe gilt ftlr 
die y- und Xr-Axe. Die Belation 180 a) ist daher identisch mit 

Ebenso findet man, dass die Bedingungen 180)» welche 
f&r das Prindp des kleinsten Zwanges gelten, mit den Be- 
dingungen 86) und SS), welche fOr das Fdndp der Tiituellen 
Verschiebungen gelten, identisch werden. 

Das Piüioip der virtuellen Yerschiebungen ist also mit 
dem des kleinsten Zwanges für den Fall des Gleichgewichtes 
im Ruhezustände identisch. 

Im Falle der Bewegung und des Herrschens von Un- 
gleichungen aber kann kein Beweis geliefert werden, dass 
die das Princip der virtuellen Verschiebungen darstellende 
Relation 93) die eintretenden Beschleunigungen auch immer 
eindeutig bestimmt Um dies nachzuweisen, genügt es 
offenbar an irgend einem specieUen Beispiele zu zeigen, 
dass Fälle möglich sind, wo die Belation 93) für Terschiedene 
mögliche Bewegungsarten gilt, so dass aus ihr allein nicht 
erkennbar ist^ weldie derselben eintritt. 

Ein derartiges specidles, Ton Gibbs erdaditee Beispiel 
wollen wir im fblgenden Paragraphen behanddn. 
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§ 69. Specieller Fall, wo das Frinoip dei kleinsten Zwanges 
mehr leistet, als das der virtnellen Yersohiebnngen. 

Es sei eine fläche F gegeben, welche durch den 
Goordinatenorsprong geht, daselbst senkrecht auf der Ab- 
Boiflsenaxe steht und der positiTen Abecisseiirichtiiog ihie 
ooncaTe Seite rawendet Ein beweglicher materieller Punkt 
Ton der Masse dessen rechtwinkelige Coordinaten im All- 
gemeinen x,y,% heiflsen soUen, pasaire zur Zeit ^ ftr welche 
man seine Besohleonigong sucht, gerade den Coordinaten^ 
Ursprung mit der G^eschwindigkeit v. Der ErOrnnrangsradinB 
des Schnittes der Fläche F und der Ebene, welche v und die 
Abscissenaxe enthält, sei R. Die Bedingung, welcher der 
materielle Punkt unterworfen ist, bestehe zur Zeit t darin, 
dass er die Fläche Fnach der der negativen Abscissenrichtung 
zugewandten Seite nicht überschreiten darf, sich aber nach 
der positiven Abscissenrichtung hin beliebig von derselben 
entfernen kann. Bei Anwendung des Principes der virtuellen 
Verschiebung ist daher 8y und 6% beliebig, Sx dagegen 
kann ebenfalls beliebige, aber nur positive Werthe (incl. Null) 
annehmen. Die Relation 93) fordert daher, dass my" 
nnd msf*^ Z sei. Da ^« nur gleich NnU oder positiv, und 
af' Teimöge der Bedingungen des ßjratems (^eich oder be- 
Helng grOsaer als f^jS sein kann (veri^ § IS), ao ist die 
Belation 98) immer eifbUt, falls a/' ^ch dem grösseren 
der beiden Ausdrucke oder X/m oder noch grOsaer iat 
Biese Belation l&sst also yöUig unbestimmt, ob sich nidit 
das Bewegliche schon für Werthe des -X, die kleiner als die 
Centrifugalkraft mv^jR sind, von der Fläche loslöst. Die 
Unmöglichkeit hiervon kann man nur indirect daran er- 
kennen, dass dann sofort nach der Loslösung das Beweg- 
liche völlig frei und seine Beschleunigung in der Abscissen- 
richtung gleich X/m, also kleiner als v^jR werden müsste, so 
dass es sich sofort wieder an die Fläche anschliessen müsste. 

Bei Anwendung des Principes des kleinsten Zwanges 
igt weder der Ort, wo sich der materielle Punkt befindet^ 
noch sind dessen Geschwindigkeitscomponenten zu yariiren. 
Die Variationen d^' und ^«f' der Componenten der Be- 
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schlennigiing in der und »-Eichtling sind ^rillkürlich; 
daher folgt ans der Belation 179) wieder m^' » 7, m ^e" ■* Z 
und diese redudrt sich auf 
181) (maf*^X)Sigr^^. 
Die Geschwindi^eit v kann keine negative Gomponente in 
der Abscissenrichtang haben, da das Bewe^^he yerhindert 
ist, anf die Seite der negativen Abscissenaace zn gelangen. 
Sie kann aber anch keine positive Gomponente in der Ab- 
scissenrichtung haben, da das Bewegliche sonst von der 
Seite der negativen Abscissen kommen müsste, wenn dessen 
Geschwindigkeit nicht eine endliche Richtungsänderung er- 
fährt, was wir ausschliessen wollen, da dazu eine unendhche 
Kraft erforderlich wäre. Es steht also die Geschwindig- 
keit V senkrecht auf der Abscissenrichtung und daher ist 
die Beschleunigung x" in der positiven Abscissenrichtung, 
wenn sich das Bewegliche gerade in der Fläche F bewegt^ 
^eioh f^jB, Das Bewegliche kann sich nicht in einer 
wenigiur gekrümmten oder gar nach der anderen Seite ge- 
krümmten Bahn bewegen, da es sonst nach degenigen Seite 
der Fläche F gelangen würde, welche der negativen Ab- 
scissenrichtang zngewandt ist Es kann also die Beschleu- 
nigung keinen negativen nnd keinen kleineren Werth als 
f^jR annehmen. Dagegen kann die Bahn sifirker nach der 
positiven Abscissenseite hin gekrümmt, also af' beliebig 
grösser als v^ jR sein. Wir erhalten daher für ^ folgende 
Bedingungen: Wenn x' = / E ist, kann öx" nur gleich Null 
oder positiv sein. Wenn dagegen x'>v^jE ist, so ist Öx' 
ebenso willkürlich wie d y" und 

Nachdem dies festgestellt ist, wollen wir untersuchen, 
was aus dem Principe des kleinsten Zwanges, das sich auf 
die Relation 181) redudrt hat, folgt Wir unterscheiden 
folgende Fälle: 

1. X sei negativ oder habe einen so kleinen positiven 
Werth, dass XjmK v^jR ist Dann ist in 181) der erste 
Factor nothwendig positiv, da os^' ^ ist. Der Fall, dass 
9t' > ist, ist also dann durch die Belation 181) ans- 
geschlossen, da in diesem Falle Sat' nnd damit die linke 
Seite von 181) anch negativ sein könnte. In diesem FaUe^ 
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dass X negativ oder <mv^jR ist» mnsB also s^'^i^/B 86iD| 
d. h. der materielle Pnnkt bleibt auf der Flfidie, was mit 
der Erfiüinmg stimmt, da dann in der That die Kossen 
Kraft entweder naofa der Seite der negativen Absoissen ge- 
richtet ist oder, wenn sie die entgegeDgesetzte Biohtong hat, 
Ueiner ist als die das Bewegliche an die Fläche andrückende 
Gentrifogslkraft. 

2. Ware X/m >v^lR, so wäre, wenn x" = v^/R wäre, 
der erste Factor der linken Seite der Relation 181) negativ. 
Da Saf' jedenfalls positive Werthe haben kann, so wäre also 
diese Relation nicht erfüllt Dann muss also x" '> v^jR sein. 
Da aber in diesem Falle 8x" positiv und negativ sein kann, 
so kann die Relation 181) nur erfüllt sein, wenn ma^'=X 
ist Das Bewegliche löst sich also von der Fläche ab und 
bewegt sich so, als ob es frei wäre. Dies stimmt wieder 
mit der Erfahrung, da jetzt die Gomponente der Erafl^ 
welche das Bewegliche von der Fläche hinwegtreibt, grOsser 
als die Gentrifiic^ilkraft ist 

3. Ist endlidi Xjm ^i^jR^ so ist jeden&Us auch 
^' « i^jR Denn wenn igf* > v^fR wäre, so wäre in 181) 
der erste Factor positiv nnd der zweite könnte auch negativ 
sein. Die Bahn des Beweglichen wttrde dann auch, wenn 
es frei wäre, die Fläche F osculiren. 

Aus den angestellten Betrachtungen folgt sofort Folgendes. 
Ein materieller Punkt bewege sich längs einer krummen 
Fläche, welche er nach der concaven, nicht aber nach der 
anderen Seite hin verlassen kann. Die Gomponente N der 
von aussen auf ihn wirkenden Kraft senkrecht zu dieser 
Fläche wachse continuirlich von einem Werthe, der kleiner 
als mv^/R ist, zu einem grösseren oder springe plötzlich zu 
einem solchen über. Dann löst sich das Bewegliche im 
Momente, wo N^mv^jR wird, von der Fläche mit der 
Beschleunigung Njm los. Aus dem Principe des kleinsten 
Zwanges folgt dies unmittelbar durch seine Anwendung auf 
jeden einzelnen Moment der Bewegung^ aus dem der vir- 
tuellen Gesohwindi^eiten aber nur durdi Zuziehung fremd- 
artiger Betraditungen, z« B. Uber die Bewegung, weldie sich 
dann für spätere Zeitmomente ergeben wttrde. 

BftltiiBSiia, Mechaalk I. 15 
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§ 70. Cneichgewidit im Enlimiteiid», wuin «ine Xrall> 

fanotion ezistirt 

Besonders einfach gestaltet sich die Gleichgewichts- 
bedingnng für den Ruhezustand, wenn die gegebenen Kräfte 
eine Erafifcfiinction haben. Dann ist: 

d%t 

und aus 95) folgt ^F^O ftir alle mit den Bedingungen 
verträglichen Veränderungen der Coordinaten. 

Es ist also dann der die Variationen enthaltende Aus- 
drnck 95), der das Kriterium für das Gleichgewicht liefert, 
die vollständige Variation einer Function der Coordinaten, 
welche noch die natürlich nicht zu varürende Zeit explicit 
enthalten kann. Durch Angabe dieser einzigen Function 
nnd natürlich der Bedingungen des Systems, wenn solche 
TOrhanden sind, kann daher die Frage nach dem Gleich- 
gewichte anf eine lediglich mathematische Aufgabe zurück« 
geltllirt werden, weshalb man der Kraffcfimction anch den 
Namen statischee Potential giebt Wir werden im zweiten 
Tbeile sehen, dass in vielen IWen auch die Anffindnng 
der Bewegung des Systems dnrdi die Forderung, dass eine 
einzige Fanction, die dann allerdings nodi die G^esdiwindig- 
keilacomponenten enthält» ein Grenzwerth nm soll, auf eine 
rein mathematische Aufgabe zurückgeführt werden kann. 
Jene Function werden wir dann das (mittlere) kinetische 
Potential nennen. 

Wenn dauernde Ruhe des Systems mit den Bedingungen 
desselben vereinbar ist und ein statisches Potential existirt, 
wird also das System immer im Gleichgewichte bleiben, 
wenn es anfangs in Ruhe war und die erste Variation des 
statischen Potentiales für keine miendlich kleine mögliche 
Verschiebnng der Punkte negativ ausfällt 

In diesem Falle ist auch die Definition der StabiUtät 
oder Labilität des Gleichgewichtes eine sehr einÜBKihe. Das 
Gleichgewicht heisst stabil, wenn, sobald man jedem Pnnkte 
des Systems eine sehr kleine Verschiebung nnd Geschwindig- 
keit ertheilty diese an allen späteren Zeiten sehr Uein bleiben, 
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sotmld sich das SjBtenk unter dem EmfluBse der gegebenen 
expUciten Eiftfte welter bewegt^ wie immer die ursprünglich 
ertiheilte Versehiebung und Geschwindigkeit beechsffim sein 

mag, unter der Bedingung, dass ihre Grösse unterhalb einer 
gewissen Grenze Kegt. Ist es dagegen möglich, durch irgend 
eine beliebig kleine, den Punkten des Systems anfangs er- 
theilte Verschiebung und Geschwindigkeit zu bewirken, dass 
diese mit der Zeit endliche Lageuäuderungen und Ge- 
schwindigkeiten annehmen, so heisst das Gleichgewicht labiL 
Der erste Fall tritt immer ein, wenn auch mit Berück- 
sichtigung der unendlich Kleinen höherer Ordnung V für 
alle möglichen sehr kleinen CoordinatenTariationen nur 
positire Zuwächse erfährt, die wachsen, wenn die Coordi- 
natenvariationen einander proportional wachsen. 

Sei der Werth der £raflfunction in der Buhelage. 
Es werde jedem Punkte eine unendlich kleine Verschiebung 
und Geechwindi^eit ertheilt> wodurch die Eraftfimction den 
Werth + die lebendige Kraft den Werth annehmen 
solL Nun bewege sich das System Ton diesem Anfangs» 
zustande ausgehend den Bewegungsgleichungen entsprechend. 
Zu irgend einer späteren Zeit / sollen + A und T die 
Werthe der Kraftfunction und lebendigen Kraft sein. Dann 
ist nach dem Energiepriacipe 

A^ + T^ = A+ T. 
Es kann also weder A noch T einen grösseren als den sehr 
kleinen Werth A^ + annehmen. Da aber A unserer An- 
nahme gemäss nothwendig früher über den Werth A^j der ja 
beliebig klein gemacht werden kann, hinauswachsen müsste, 
beyor irgend eine Coordinate einen ondlichen Zuwachs er- 
itthre und auch die lebendige Kraft T nothwendig einen 
grösseren endlichen Werth erhält, wenn irgend eine Ge- 
schwindigkeit zu einem endlichen Warthe anw&chst, so 
mUssen alle Gtoschwindii^eiten stets sehr klein und alle 
Coordinaten sehr nahe gHeich ihrem ursprünglichen Werthe 
bleiben. 

Wenn V zwar nicht abnehmen kann, aber \m su einem 

endlichen Zuwachse einer oder mehrerer Coordinaten con- 
stant bleibt, so heisst das Gleichgewicht indifferent Dann 

15* 
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kann sioli das System luush emer nnendUdi Ueiiien Stdnmg 
um Endliches ans semer Lage entfernen, aber keine end* 
liehen Geschwindigkeiten annehmen. 

Wenn dagegen F abnehmen kann, so wird es, wenn es 
durch eine passende Störung eine kleine Abnahme erfährt, 
hei wachsender lebendiger Kraft, also mit waclisendür Ge- 
schwindigkeit zu immer kleineren Werthen fortschreiten, bis 
die für kleine Werthe geltenden Formeln überhaupt nicht 
mehr anwendbar sind. Das Gleichgewicht heisst dann labil. 

Ein Jedermann geläutiges Beispiel bietet das Gleich- 
gewicht eines festen Körpers unter dem Einflüsse der Schwere. 
Zieht man die z^Axq vertical nach abwärts und bezeichnet 
mit i die ;t;-Coordinate des Schwerpunktes des Körpers, mit 
j? dessen Gewicht, so ist V— —pK- Gleichgewicht findet statt, 
wenn bei jeder virtuellen Verschiebung des Körpers £ abnimmt 
oder nur nm unendlich Kleines höherer Ordnung zunimmt. 
Kommt der Schwerpunkt bei jeder kleinen möglichen Ver- 
schiebung höher zu liegen, so ist das G^leichgewicht stabil 
Giebt es kleine Verschiebungen, ftkr welche der Schwerpunkt 
sinkt (Ei, das auf der Spitze steht), so ist das Gleichgewicht 
labil. Ein Beispiel des indifferenten Gleichgewichtes bietet 
eine Kugel oder ein gerader Kreiscylinder auf horizontaler 
Unterlage. 

§71. Beieiehnuig s&nmtlioher Coordinaten mit gleiohen 

Buchstaben. 

Das Princip der yirtuellen Verschiebungen oder des 

kleinsten Zwanges können wir in der Form 

182) 1 2 K^*^' - -^)^^ + (^y^' - ^y^+ 

schreiben^ wobei « » 0 oder gleich 2 isl^ d. h. ganz wegzu- 
lassen oder durch zwei Striche zu ersetzen isi^ je nachdem 
es sich um das erstere oder letztere Princip handelt Die 
Variationen haben dabei die Relation 86), SS), 169) oder 180) 
zu erfüllen, welche wir in der Form 

183) 2(äUaÄ + i?UyS + fii^«£)^o 
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schreiben können und wobei beide Zeichen gelten oder blos 
das Gleichheitszeichen, je nachdem dies in 79) oder 80) der 
Fall ist. Die |, % ^ können in die Form 89) gebracht werden 
oder nicht, je nachdem die betreffende Bedingung holonom 
ist oder nicht Es ist 0 oder 2, je nachdem wir das 
Frindp der virtaellen Verachiebnngen oder des kleinsten 
Zwanges benutzen. 

Wir wollen nnn eine Veränderung der Bezeichnungs- 
weise einführen, die nns einige unnütze Schreibereien erspart 
Wir bezeichnen die Masse des ersten materiellen PunktiM 
nach Belieben mit m^, oder Wg, so dass also Wj, 
und Wg drei untereinander gleiche Grössen sind. Die recht- 
winkeligen Coordinaten des ersteren materiellen Punktes 
bezeichnen wir mit x^, a*^? die Componenten seiner Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung mit x'i, x^, x^, xi, x'y, x^, 
die Componenten der auf ihn wirkenden expliciten Kräfte 
miti^, X^y X^^ alle Componenten natürlich in den Coordi- 
natenrichtüngen verstanden. Ebenso bezeichnen wir die 
Masse des zweiten materiellen Punktes mit m^, oder 
wobei natürlich wieder m^ — m^ = m^ ist Seine Coordinaten, 
Gksohwindigkeits- und Beschlennigungsoomponenten und die 
Componenten der auf ihn wirkenden expliciten Ei^^ mit 
dsii 0%, fl^} a4» ^» ^ und<S4y X^, X^, So fahren wir 
fort bis zum letzten materiellen Punkte, dessen Masse also 
mit = f^Hn-i = ^3n etc. bezeichnet wird. 

Die Eelation 1 82) nimmt jetzt die dn&chere Form an 

184) ''^Wa^^-XiO^aä^O; 

für das Gleichgewicht im Euhezustande aber, wo alle Be« 
schleunigongen Terschwinden, erhält man 

185) 2"-Xk^a!;^0, 

Aal 

WLiLreiid man die Bedingungen 183) fUr die Variationen 
der Coordinaten in der Form schreiben kann 

186) '^fUaSt^O, 

da wir auch |^ ... für fi\, g ... schreiben wollen. 
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§ 72. Bta a*Al0mb«rt^adiA FkiMip. 

Sei ein beliebiges System materieller Punkte gegeben. 
Die Bedingungsgleichungen seien so beschaflen, dass voll- 
kommene Ruhe des Systems oder wenigstens das Verschwin- 
den sämmtlicher Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
sämmthcher Punkte des Systems zu einer bestimmten Zeit & 
damit vereinbar ist. Die Bedingung, dass das System sich 
unter dem Einflüsse der darauf wirkenden Kräfte zur Zeit 
im Ruhezustande im Gleichgewichte befinden kann, ist duich 
die Relation 185) ansgedr&ckt Ist das System zur selben 
Zeit in irgend einer Bewegung begriffen, so sind die Be- 
wegongsc^eidrangen durch die Belationen 184) bestimmt. 
Man sieht also sofort, dass man die Bewegungi^eichungea 
erhSlt, indem man in den Bedingungsgleichuugen f&r das 
Gleichgewicht im Ruhezustände einÜBkch statt der Gompo* 
nenten der eipUciten EtSfte schreibt 

187) A*-mAx;', 

was wir die erste Form des d'Alembert'schen Prindpa 
nennen woUen. 

Wir nehmen jetzt an, dass sich dasselbe ßystem unter 
dem Einflüsse der darauf wirkenden Er&fte tou bdiebigen 

Anfangsbedingungen ausgehend in beliebiger Weise bewege, 
so dass also die die Gesetze der Bewegung bestimmende 
Relation 184) gilt. Zur Zeit & soll nun plötzlich auf jeden 
Punkt des Systems zu den ohnehin schon darauf wirkenden 
expliciten Kräften eine Kraft hinzugefügt werden, welche 
derjenigen gerade gleich und entgegengesetzt ist, die wir 
früher im § 34 die Totalkraft genannt haben, also eine 
Kraft, deren Richtung der augenblicklichen Beschleunigung 
dieses Punktes entgegengesetzt und deren Intensität gleich 
dem Producte dieser Beschleunigung in die Kasse des be- 
treffenden Punktes ist; mit anderen WorteUj, deren Compo- 
nente in der Bichtong der Aten Ooordinate gleidi 

188) -«»^a« 

ist. Wir wollen das System Ton ErSften, welches durch 
Hinzuf&gnog dieser Kr&fte zu den eiqpHdten Krftfton ent- 



Digiiized by Google 



GL 189. 190.J VI. § 72. Das d'Alembert'Bche Princip. 



231 



steht, das Kraftsystem 33 nennen. Zugleich soll jeder Punkt 
in Ruhe versetzt werden. Hierdurch kommt das System 
sofort ins Gleichgewicht, was wir die zweite Form des 
d'Alembert'schen Princips nennen wollen. 

Man beweist dies leicht in folgender Weise: Die hie 
Componente in einer der Coordinatenrichtungen ist für das 
Eräffcesystem 8 

189) -x;--a*-«**a4'. 

Man erhält also aus den Bewegungsgleichungen 184), welche 
ja für die wirkliche Bewegung, wie sie unter dem Einflüsse 
der sie erzeugenden Kräfte, deren Äte Componente X^^ ist^ 
vor sich gehen, erfüllt sein müssen: 



A=3n 




Dies ist aber gemäss 185) gerade die Bedingung, dass sich 
das System unter dem Einflüsse der Kräfte SS zur Zeit 
im Gleichgewichte im Ruhezustande befinden kann. Die 
Kräfte 93 sind übrigens identisch mit den Kräften, welche 
wir in § 34 die verlorenen genannt haben und welche den 
Verbindungskräften gleich und entgegengesetzt gerichtet 
waren. Die Componenten der verlorenen Kräfte waren ja 
durch die Ausdrücke 82) gegeben, welche, wie man aus 81) 
ersieht, mit 189) identisch sind. Wir können daher das 
System der ezpliciten Kräfte (^te Componente ^ Xj) ia zwei 
Erftfteqrsteme zeciegen: das der totalen Kräfte (Ate CSompo- 
nente n^s^ imd das der Terlorenen {hie Componente 
» 2« — m^sÖ' System ist so beschaffen, dass 

die auf jeden einzelnen Punkt wirkenden Kräfte diesem, 
wenn er ToUkommen frei wäre, genau diejenigen Beschleu- 
nigungen ertheüen würden, die er wirklich zur betreffenden 
Zeit erfährt. Das letztere Kraftsystem ist dem Systeme der 
Verbindungskräfte gleich und entgegengesetzt gerichtet. Es 
würde sich, wenn das materielle System momentan zur Ruhe 
gelangen würde, an diesem immer das Gleichgewicht halten, 
wenn zur betreffenden Zeit Ruhe des Systems überhaupt 
mit den Bedingungen vereinbar wäre. Wir wollen dies die 
dritte Form des d'Alembert'schen Princips nennen. 
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Dasselbe entspricht dem schon in der Anmerkung auf 
S. 131 (§ 35) bewiesenen Satze, dass es nie eine mögliche 
Bewegung giebt, welche die verlorenen Kräfte gegenüber 
der wirklichen anstreben. Es ist klar, dass Kräfte, welche 
den Yerbindungskr&ften entgegengesetzt gleich sind, durch 
diese aufgehoben werden können und sieh daher das Gleich- 
gewicht halten. 

Es kann vorkommen, dass die Kräfte als Functionen 
der Geschwindigkeiten oder anderer den Zustand des Systems 
bestimmender Grössen gegeben sind. Wenn wir sagen, wir 
▼erseteen das System plötzlidi in Rohe nnd lassen dieselben 
ErSfte daranf wirken, so meinen wir natOrlich nicht, dass 
die KriUEte dieselben Functionen der Geschwindigkeiten oder 
dieser anderen Grössen bleiben sollen, sondern dass die aof 
jeden Punkt wirkende Kraft durch den gleichen gleich ge- 
richteten Vector dargestellt werden soll. Wenn die Kräfte 
blos Functionen der Lage und der Zeit sind, so tritt dies in der 
That ein, wenn diese Functionen ungeändert bleiben, da wir 
ja, als wir das System plötzlich in Ruhe versetzten, nicht die 
Lage seiner Theile, wohl aber die Geschwindigkeiten änderten. 

Wir können endlich noch folgenden Satz aussprechen, 
den wir (allerdings im uneigentlichen Sinne) die vierte Form 
des d' AI embert* sehen Princips nennen wollen: Wenn sich 
gewisse Kräfte am ruhenden Systeme das Gleichgewicht 
halten, so Ter&ndem sie, zn anderen Kräften hinzugefügt, 
die durch letztere erzeugte Bewegung nicht Wenn sich die 
Bedingungen mit der Zeit ändern, muss man sagen, dass 
die durch gewisse Kräfte zu irgend einer Zeit erzeugte 
Beschleunigung des S^ystems durch Hinzufugung anderer 
Kräfte nicht TerS&dert wird, wenn sich jene anderen Kräfte 
zur selben Zeit an dem in gleicher Lage ruhenden Systeme 
das Gleichgewicht halten würden. Wir wollen den übrigens 
leichten Beweis dieses Satzes später nachholen. 

§ 78. Definition des Oleichgewiohtes der Kräfte an einem 

bewegten Systeme. 

Damit alle diese Sätze, welche wir die verschiedenen 
Formen des d'Alembert'schen Piincips genannt haben 
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auch iu dem Falle einen Sinn behalten, wo Ruhe aller 
Punkte des Systems mit den Bedingungen desselben nicht 
vereinbar ist, muss eine Definition des Gleichgewichtes von 
Kräften an bewegten Körpern aufgestellt werden, das man 
jedenfalls nicht auf den Fall beschränken kaim, wo keiner 
der Punkte des Systems eine Beschleunigtiiig erfährt. Es 
bleiben alle diese S&tze mü Terhältnissmässig geringen Modi- 
ficationen richtig, wenn man von dem Gleichgewichte von 
£rftften folgende ganz allgemeine Definition an&teUt» welche^ 
fallB das System mht, mit der früher Tom Gleich^iewichte 
im Bnheznstande angestellten zusammenfällt» diese also als 
SpedalfEÜl in sich begreif!;, aber anoh auf den Fall anwend- 
bar ist) dasB Buhe des Systems gar nicht mit den Be- 
dingungen vereinbar ist. 

Sei ein materielles System gegeben. Ruhe desselben 
kann mit den Bedingungen vereinbar sein oder nicht. Falls 
keine expliciten Kräfte vorhanden sind, wird bei gegebener 
Anfangslage und Grösse und Richtung der Anfangsgeschwindig- 
keiten sämmtHcher materiellen Punkte eine gewisse Bewegung, 
also eine gewisse Beschleunigung sämmtlicher Punkte ein- 
treten. Wenn nun trotzdem, dass bestimmte ezplicite Kräfte 
wirken, dasselbe System bei gleichen Bedingungen, gleicher 
Lage, gleicher Grösse und Richtung sämmtUcher Geschwindig- 
keiten zu einer bestimmten Zeit wieder dieselbe Bewegnng 
macht, genaner gesprochen, wenn daran zu dieser Zeit genan 
wieder dieselben Beschlennignngen eintreten, so wollen wir 
sagen, jene expliciten Er&fte halten sich an dem Systeme ^ 
zn dieser Zeit das Gleichgewicht, gerade so wie wir für einen 
einzelnen freien materiellen Punkt sagen, dass sich die aof 
ihn wirkenden Blräfte das Gleichgewicht halten, wenn er sich 
geradlinig und gleichförmig bewegt, wie er es bei Abwesen- 
heit aller Kräfte thut. 

Wenn keine expliciten Kräfte vorhanden sind, erhält 
man aus 184) 



Wenn sich gewisse Kräfte (ihre Ate Componente nach einer 
Coordinatenaxe heisse XS^ nach unserer neuen Definition 



191) 
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das Gleichgewicht halten sollen, so muss für die gleiche 
Bewegung 

daher 

192) ^XlSi^^ ^ m» a4'^ «1 

Bern. Ih den I^Uen, wo übefall nur die GleidiheitszeiGheii 
gelten, folgt hieraoa und ans 191) 

193) düi - 0. 

Die Bedingung des Gleichgewichtes ist also durch dieselbe 
Relation (95) gegeben, wie bei der früheren Definition, und 
alle vier Formen des d' AI embert' sehen Princips bleiben 
unYerändert giltig. Man erhält wieder aus der Gleichgewichts- 
bedingong 193) die Bewegungsgleichimgen, indem man darin 

194) Xn-^mj.x,: fOit XI 

schreibt. Die verlorenen Kräfte, deren htQ Componente 
J^ — ist, welche man also erhält» wenn man ausser den 
expliciten Kräften noch die negativ genommenen totalen, also 
anf jeden Punkt noch eine Kraft wirken läset, die entgegen- 
geseist wie dessen Besohleumgong ist und deren Intensität 
das Product aus der Hasse des Punktes in seine Beschleu- 
nigung is^ müssen bei jeder Bewegung die Bedingung 193) 
erfUlen, slso sich das Gleichgewicht halten. Man kann die 
ezplidten Kräfte immer als die Superpodtion der negativ 
genommenen letzteren (der positiv genommenen totalen) und 
der verlorenen betrachten. 

Wenn sich endlich irgend welche Kräfte das Gleich- 
gewicht halten, so erfüllen sie die Bedingung 193). Fügt 
man sie daher zu beliebigen anderen hinzu, so sieht die für 
die Summe beider Kräfte gebildete Relation 184) genau so 
aus, wie die für die anderen Kräfte allein gebildete, und da 
diese Eelation die Bewegung vollständig bestimmt, so wird 
auch die durch die anderen Kräfte allein bewirkte Bewegung 
durch die Hinzufügung der im Gleichgewichte befindlichen 
Kräfte nicht verändert Man sieht sofort, dass dieser Be- 



Digilized by Google 



GL 19&.] 



VI. § 73. Gleichgewicht der Kräfte. 



235 



weis auf Kräfte, die sich nach der alten Detinition am ruhen- 
den Systeme das Gleichgewicht halten, auch anwendbar ist» 
wenn unter den Bedingungen Ungleichungen vorkommen. 

Bei Kräften, die sich nur nach der neuen Definition 
das Gleichgewicht halten, erfahren aber diese Sätze einige 
Beschränkung, wenn anch Ungleichheitszeichen zulässig sind. 
Zunächst wird wegen 191) die Relation 184) sicher erfüllt 
seiBy wenn gewisse £räfte die Relation 



erfüllen. Bezeichnen wir die Oomponenten — w/, x'k der 
verlorenen Kräfte mit Xl, so erfüllen sie aber nach 184) 
die Relation 195). Die verlorenen Kräfte halten sich also 
sicher wieder das Gleichgewicht. Das d' Alembert'sche 
Princip bleibt in der Fassung, die wir seine zweite und dritte 
Form nannten, richtig, selbst wenn Verschwinden aller Ge- 
schwindigkeiten und Beschlennigungen gar nicht mit den 
Bedingungen des Systems Tereinbar ist. In Worten aus- 
gedrückt: lässt man ausser den expliciten Kräften noch die 
negativen totalen) d. h. noch auf jeden Punkt eine Kraft 
wirken, welche gleich der mit der Masse mnltiplicarten Be- 
schlennigong und der letzteren entgegengesetzt gerichtet ist» 
so tritt Gleichgewicht ein. Die expliciten Kräfte sind die Super» 
Position der diesen entgegengesetzten (der positiyen totalen) 
und der im Gleichgewichte befindlichen yerlorenen Erilfte. 

Dagegen gelten die Sätze, welche wir die erste und 
vierte Form des d' Alembert'schen Principes genannt 
haben, nicht mehr, da ja die Gleichung 185) diejenige ist, 
aus welcher die Bewegungsgleichungen durch die Ver- 
tauschung 187) gewonnen werden, wogegen das Gleich- 
gewicht durch die Relation 192) bestimmt wird, welche nicht 
mit 185) identisch ist und auch nicht mehr Garantie giebt, 
dass durch Hinzufügung von Kräften, die ihr genügen, zu 
anderen die von jenen anderen Kräften erzeugte Bewegung 
nicht verändert wird. 

Da stets die Totalkräfte dieselbe Bewegung des Systems 
erzeugen, wie die expliciten, so sind beide einander immer 
bezftglich des Systems äquivalent 



195) 
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Ich fand ausser der gegebenen Definition des Gleich- 
gewichtes keine, welche auch auf den Fall anwendbar wäre, 
wo das Verschwinden aller Greschwindigkeiten und Beschleu- 
mgungen gar nicht mit den Bedingungen des Systems ver- 
einbar ist Ist es mit diesen vereinbar, so könnte man auch 
die Definition des Gleichgewichtes im Ruhezustande in einer 
anderen Weise so erweitem, dass sie sich auf den Be- 
wegongsznstand erstreckt Man könnte als EriLfte, die sich 
am bewegten Systeme das Gleichgewicht halten, soldie 
de&uren, die sich zur gleichen Zeit an dem in gleicher 
Lage ruhenden Systeme das Gleichgewicht halten würden^ 
was wir die zweite Definition des Gleichgewichtes yon 
Kräften an einem bewegten Systeme nennen wollen. Dann 
wäre das Gleichgewicht durch die Relation 195) gegeben 
und man hätte den Vortheil, dass das d' Alembert'sche 
Princip in allen vier Formen richtig bleiben würde, aber 
den Nachtheil, dass die Definition im Falle, wo Euhe des 
Systems mit dessen Bedingungen nicht vereinbar ist, nicht 
anwendbar wäre, was doch wünschenswerth wäre, wenn man 
wie so häufig den folgenden Satz als allgemein gültig hin- 
stellt: Jedes bewegte System kommt sofort ins Gleichgewicht, 
wenn man nebst den ohnedies wirkenden Kräften auf jeden 
Punkt noch eine Kraft wirken läset, die der Beschleunigung 
desselben entgegengesetzt gerichtet und deren Intendlät gleich 
der mit der Ifl^se multiplicarten Beschleunigung ist 

Da ans den Belationen 191) und 195) nothwendig 
192) folgt, so müssen Kräfte, die sich nach der zweitoi 
Definition das Gleichgewicht halten, es nothwendig auch 
nach der ersten thun, was übrigens schon aus der ersten 
Definition selbst folgt, da sie ja die Ruhe des Systems nicht 
stören und diese jedenfalls auch ohne expHcite Kräfte mög- 
lich ist Es können sich aber Kräfte nach der ersten De- 
finition auch das Gleichgewicht halten, wenn Relation 195) 
nicht erfüllt ist, sondern die linke Seite von 195) positiv 
ist, so lange sie nur kleiner als die rechte von 192) ist. 
Dann halten sich die betreffenden Kräfte nach der zweiten, 
nicht aber nach der ersten Definition das Gleichgewicht 
Dies ist z.B. der Fall, wenn sich eine Kugel der concaven Seite 
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einer starren, glatten, gekrümmten Wand anliegend bewegt 
Eine senkrecht nach der concaven Seite der Wand wirkende 
Kraft ändert die Bewegung der Kugel nicht; so lange sie kleiner 
als die Gentri^^alkraft ist, wflrde aber die ruhende Engel 
nicht im Gleichgewichte erhalten. Eine solche Kraft kann 
auch, obwohl sie sich nach der ersten Definition im Gleich- 
gewichte befindet) doch zn anderen KrSften hinzugefügt^ die 
Ton jenen anderen Kiftften erzeugte Bewegung Terftndem, 
wenn ihre Hinzniügung bewirkt, dass eine schon früher 
senkrecht nach der concaven Seite gerichtete Kraffc nun 
grösser als die Centrifugalkraft wird. 

Die Lehre vom Gleichgewichte der Kräfte bezeichnet 
man als die Statik, die von der Bewegung der Körper als 
die Dynamik, wobei wir es imentschieden lassen können, 
ob die Fälle, wo sich Kräfte an bewegten Systemen, nament- 
lich im Falle, dass die Bedingungen Kuhe derselben gar 
nicht zulassen, das Grieicbgewicht halten, in die Statik oder 
Dynamik gehören, da wir die Probleme der Statik und 
Dynamik ohnedies immer nnter einem behandeln werden. 

§ 74. Anwendung der Methode der Mnltiplicatoren auf den 
allgemeinsten fall, dass beliebige holonome oder nicht holo- 
nome Bedingangsgleiohiuigen oder Ungleichnngen bestehen. 

Wir sahen, dass das Flrincip des kleinsten Zwanges bis 
auf gewisse singuläre Fsile die Bewegung immer eindeutig 
bestimmt Dieses Princip wird ausgedrückt durch die Re- 
lation 184) mit den Bedingungen 186), deren Gesammtzahl 
(T sei , worin aber überall a ~ 2 gesetzt werden muss. 
Wenn wir daher eine Lösung gefunden haben, welche die 
Relation 184) für alle den Bedingungen 186) genügenden 
Werthe der Variationen erfüllt, so ist sie die Lösung des 
mechanischen Problems, falls sie auch noch so viel Con- 
stanten besitzt^ dass man allen möglichen An&ngsbedingongen 
genügen kann. 

Wir wollen nun zeigen, wie eine solche ganz allgemeine 
Lösung mittelst der Methode der nnbestimmten Mnltiplica- 
toren gefünden werden kann. Ton den <r Bedingungen iQr 
die wirkliche Bewegung können die holonomen in der Form 
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196) ^, (t, ...XjJ^O, 
die nicht holonomen aber in der Form 

197) T, + 2"lU;^0 

geschrieben werden. Um die Stilisirung der späteren Theo- 
reme zu vereinfachen, denken wir uns wie bisher das 
Zeichen der Functionen gp, r und | der linken Seite in 196) 
und 197) immer so gewählt, dass dieselbe ^ 0, niemals 
dass sie ^0 ist Wir wollen für den Augenblick in allen 
diesen a Relationen, welche die a Bedingungen des Systems 
ausdrücken, das Gleichheitszeichen gelten lassen, so dass wir 
also statt der Relationen 196) und 197) durchaus die folgenden 
gelten lassen: 

198) . 9, (<, a^jojj ...a;3j = 0, 

199) Tt+'^"|U; = 0. 
Dazu fugen wir noch die Gleichungen 

200) mnx;i'-X^--'^htk^O, 

worin dem h alle Werthe von 1 bis 3 n ertheilt werden können. 
Für diejenigen Bedingungen, welche die Form 197) haben, 
ist in der letzten Gleichung der auch in 197) dort so be- 
zeichnete Coefticient Für die Bedingungen von der Form 196) 
aber ist |S, eine Abkürzung für ö^Jöx^. Es gelten dann die 
Gleichungen 89). Aus den 3 a + o- Gleichungen 198), 199) 
und 200) können wir im Allgemeinen die S n + ö- Grössen x" 
und X bestimmen, üeber die singulären Fälle, wo diese Be- 
stimmung auf Schwierigkeiten stösst, gilt das am Schlüsse 
des § 43 Gesagte und es ist hier wieder nicht möglich, auf 
dieselben einzugehen. Nehmen wir an, wir hätten die 
Gleichungen 198), 199) und 200) allgemein gelöst. 

Für alle Werthe der Integrationsconstanten und der 
Zeit, flir welche dabei kein A positiv wird, dessen Index gleich 
dem einer solchen Relation ist, für welche auch das ün- 
gleichheitszeichen gilt, ist die gefundene Lösung die des 
mechanischen Problems, da sie der Relation 184) mit den 
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Bedingnngen 186) in der That genügt und diese die Lösimg 
der mecbanisohen Aufgabe eindeutig bestimmt, abgesehen 
▼on den schon erwähnten Singularitäten. Multipliciren mi 
nämlich die Gkichnng 200) mit äxi und addiien alle so 
für alle h fi>lgendai OleLohongen, so eigiebt sieh: 



^ §^ Sai ist nim für alle l, für welche in der betreffenden 



Relation 186) nur das Gleichheitszeichen gilt, gleich Null, 
ftlr alle anderen negativ (incl. Null). Es folgt also in der 
That die Eelation 184). Da nun die gefundene Lösung 
auch die erforderliche Zahl von Integrationsconstanten ent- 
hält, so ist sie die allgemeine Lösung der mechanischen 
Aufgabe.^) Specielle Beispiele gaben wir schon in § 41 und 
zum Schlüsse von § 43. 

Würde für einige (sagen wir (/) der Werthe der /, für 
welche in den Belationen 196) oder 197) auch das Un- 
gleichheitezeichen gilt» positiT, so wäre die entsprechende 
Gleichung ans den Gleichungen 198) oder 199), aber auch 
das mit dem entsprechenden X behaftete Glied aus den 
Gleidiungeu 200) wegzulassen. Denn wenn die Bewegung 
der entsprechenden Gleichung 198) oder 199) gemäss er- 
folgen würde, so wflrde TOn der Yorricfatnng, die die be- 
treffende Relation herstellt, eine Widerstandskraft gefordert, 
die sie nur zu leisten vermöchte, wenn sie auch zu ver- 
hindern vermöchte, dass die linke Seite der Gleichung 196) 
oder 197) grösser als Null wird; daher geschieht die wirk- 
liche Bewegung unbekümmert um diese Vorrichtung. 

Wir haben nun nur mehr Sn + a — g' Gleichungen, 
aber auch nur mehr 3 n + er — o-' Unbekannte. Die aus 
diesen Gleichungen folgenden Werthe der Unbekannten 
nennen wir die Lösungswerthe. Dieselben befriedigen die 

^) Jede der Coordinaten, die wir uns durch eine der Relationen 
198) eliminirt denken, bringt keine, jede durch 199) ehminirte eine, 
jede andere Coordinate zwei Integrationsconstanten hinein und man 
Mit Ideht, cUm et ebeosoviflle Tmifliiunider imahhlngige Anftuig»- 
wwthe giebt 




h=3n 
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BelatiOD 184) unter den Bedingungen 186) sowohl für a^^Q, 
als auch für =s 2. Für es = 2 ist diese Belation der Aus- 
drack des Frindps des kleinstou Zwanges. Dieses giebt eme 
GfiOsse aui weldie immer ftbr die wldiehe Bewegung ein 
absolutes Minimum sein muss und nicht mehrerer Minima 
&hig ist Da wir also Beschleunigungen gefunden haben, för 
welche ein solches Minimum eintritt» so wissen wir sicher, 
dass sie die richtige Lösung des mechanischen Problems 
bildeD, dass also die Werthe, welche wir die Lösungswerthe 
genannt haben, die wirkliche Bewegung darstellen. Diese 
Werthe geben also die Lösung der Aui'gabe im allgemeinsten 
Falle mit der einzigen Ausnahme der singulären Fälle, von 
denen am Schlüsse des § 43 die Rede war. 

Wären die Anfangswerthe der Coordinaten und Ge- 
schwindigkeitscomponenten so beschaffen, dass das System 
schon zu Anfang der Zeit mit irgend einer Vorrichtung gar 
nicht in Verbindung wäre oder sich im Momente des Zeit- 
anfSetngs bereits löste, so ifHae die betreffende Bedingungs- 
gleichung schon von Anfang der Zeit an gar nicht mehr zu 
berücksichtigen. Das Kriterium dafür, dass eine Vorrichtung 
ganz ausser Wirksamkeit ist, besteht immer darin, dass 
durch die ihr entsprechende Belation sSmmtlichen Beschleu- 
nigungen gar keine Beschränkung auferlegt wird, da das 
Princip des kleinsten Zwanges die einzige die Bewegung 
immer eindeutig bestimmende Relation ist. 

Sobald eine solche Beschränkung wieder eintritt, tritt 
das System mit der betreffenden Vorrichtung wieder in 
Wechselwirkung und sie ist unter die a Relationen einzn- 
beziehen. Wenn zudem das betreffende l negativ wird, 
so ist auch die entsprechende Gleichung 198) oder 199) 
unter diese Gleichungen und auch das entsprechende X ent- 
haltende Glied in Gleichung 200) einzubeziehen. 

Wenn die Coordinaten und Geschwindigkeiten zu An- 
fang oder im Momente, wo das System mit irgend einer 
Vorrichtung wieder in Wechselwirkung tritt, so beschaffen 
sind, dass ohne endliche Aenderungen der Ghrössen oder 
Bichtungen der Geschwindigkeiten (ohne unendliche Be- 
schleunigungen) die Bedinguugsglei«^ungen im nächsten 
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Momente nicht mehr erfüllt sein können, so kann die Auf- 
gabe mittelst der Gleichungen, die wir bisher aus dem Bilde 
abgeleitet haben, nicht mehr gelöst werden. Doch spricht 
dies nicht gegen das Bild, da durch näheres Eingehen in 
dasselbe neue zur Lösung der Angabe geeignete Gleichungen 
gewonnen werden können. Man musB beracksiditigen, dass 
die starren Verbindungen etwas dehnsam, die starren EOxper 
etwas defonnirbar sind, eventneU auch dass MolekOlar- 
bewegongen in den Körpern nnd der Vorriditnng entstehen 
können. Ein Beispiel hierfftr. liefert ein fester Körper, der 
in einer nndnrdidringjichen Sdtale schief gegen die Wand 
derselben anprallt nnd sich dabei nach den Gesetzen des 
elastischen oder unelastischen Stesses verhält. 

Ist das System anfangs mit allen Vorrichtungen in 
Wechselwirkung, so erfolgt die gänzliche Loslösung von 
irgend einer Vorrichtung, wenn sich die expliciten Kräfte 
continuirlich ändern, jedesmal schon in dem Momente, wo X 
durch Null zu einem positiven Werthe übergeht. 

Im Falle des Gleichgewichtes im Ruhezustande müssen 
alle Beschleunigungen gleich Null sein; daher gehen die 
allgemeinen Gleichungen 200) Uber in 

1=1 

Jedesmal, wenn es Werthe der k giebt, welche für die in 
Rede stehenden expliciten Kräfte diese Gleichungen erfüllen, 
und wenn die A, welche solchen Bedingungen entsprechen, 
die auch das üngleichheitszeichen enthalten, nicht positiv 
sind, so ist das System unter dem Einflasse dieser ex- 
pliciten Kräfte im Gleichgewichte, wenn es anfangs ruhte. 
Nat£trlich ist dabei wie immer vorausgesetzt, dass die 
Functionen r und | der linken Seite Ton 196) und 197) 
schon Ton Anfang an stets mit solchem Zeichen gew&hlt 
wurden, dass jede Bedingung dahin gehi^ dass diese linke 
Seite ^0, niemab ^ ist 
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VorlesuDgen ttber die Maxwellsche Theorie 

der 

Elektricität und des Lichtes 

von 

Dr. Ludwig Boltzmann, 

Rrofesfior der theoretiscbea Thysik au d«r UoiTereitit Wien. 

I. Theil: 

Ableitung der allgemeinen Gleichungen für ruhende, homogenei 

isotrope Körper. 

ZII,189SfliteaiiutTidemTftrtligaraiiimd21it]i^^ 1891. Hk.&.— . 

IL Theil: 

Verhältniss zur Femwirkungstheorie, specielle Fälle der Elektro- 
statik, stattoDSren Strömung und Induirtion. 

ym, 166 Seifeni mit Figanai im Tart and 2 Tabelleii. 1893. Mk. 5.—. 



Stimmen der Presse: 

Zeitscbr. f. phys, u. ehem. Unt.: . . . Nur ein Boltzmann konnte den 
oft nnentwirrbar complicirten Plan des Maxweirscheu Lehrgebäudes bis in 
alle Details so verstehen, um ihn mit dieser Klarheit blosazulegen. Aus den 
einfachsten Annahmen — den Gesetzen der cyklischen Bewegungen und der 
Lagrange'flchen Gleichung — entwickeln sich die weittragendsten Schlüsse 
mit einer Klarheit und Meganz, die neben der vollendeten wiasensciiaft- 
lichen BeMediguug auch einen hervorragenden ästhetischen Oennss bietet. 

Elektrotechn. Zeitschr.: . . . Dem Werke eines unserer be> 
deutendsten mathematischen Physiker wird zweifellos mllaAitig da« grSaste 
Interesse entgegengebracht werden. 

. * . Yen dien Yenradien, weidie bisher nnteraommen worden, um 
die Maxwell'sche Theorie in folgerechtar Entwickelung darzustellen, 
rnttflsen die Boltzmann'schen Vorlesungen an erster Stelle genannt werden. 

Zeitschr. f. d. österr. Gymnas.: . . . Die Arbeit ist sweifelaohne 
nnter alleii bidier enddenenen die geeignetste, um den Zoaammenbaag 
der alten und neuen Elektricit&td^hre sa er£uian nnd das leichtere 
Studium Maxwell's anzubahnen. 

Zeitäclir. f. d. Healschuiw.: . . . Die Fülle schöner Details, die 
Etegaas der mathematischen Darlegungen, die trots der groisen An* 
Sprüche, die an den Leser gestellt werden, doch äusserst klare Ana* 
Ärucksweise werden dem Buche gewiss viele Freunde sichern. 

Deutsche Litteraturztg.: . . . Die Darstellung, die sich durch 
Klarhdt, Ktlne nnd Uebradehtiichkeit anaaeiehnet, Itet die IfoxwelT' 
schon Idoon in einem neuen Lichte erscheinen und ist wohl geeignet, 
uns auch das, was in der Theorie zuerst fremdartig anmuthet, zum Vor- 
ständniss su bringen. Das Buch, das erste seiner Art, das in Deutsch- 
land verOftnflicht ist,- kann datier als ^e wesentiiehe Bereicberang 
der Litteratur über MaxwelFs Theorie bezeichnet ^vordon. 

Beibl. d. Annalen d. Phys. u. Gh.: . . . Selbst der mit der 
Bfaxwell'schen Theorie in ihren verschiedenen Formen schon voll Yer- 
traute wird das originell geschriebene, an Anregungen und an pidagogisehen 
Feinheiten in der BarsteUnng reiche Bach mit Genius lesen. 
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Vorlesungen über Gastheorie 

TOB 

Dr. Ludwig Boltamann, 

ProfeeMr der OwonitiMlMii Physik m d«r ünirenHtt Wtan. 

I. Theil: 

Thtorie der Gase mit einatomigen Molekülen, deren Dimensionen 
gegen die mittlere Weglänge verschwinden. 

IV f 200 fleiteiL 1895. Hk. 6.—. 

In dem vorliegenden Werke, das aua an der Münchner and Wiener 
Unrvefritftt gehaltenen YoTlesangen entBtandeii i8l> Tennidit der Verfiuser 
Tor Aflem die bahnbrechenden Arbeiten von Clansius und Maxwell ttber- 
sichtlich wiederzugeben. Aber auch seinen eigenen Arbeiten ist einiger 
Platz gegönnt. Eine kurz gefasäte, möglichst leichtverständliche Dar- 
stenmig einiger Hauptreffolteto der Gaaiheoiie Boltunannfft wird Ton den 
Fachgenossen gewiss mit grosser Frende heg^riisst werden. 

In einem II. Theile sollen die van der Waals'sche Theorie, die Gase 
mit mehratomigen Molekülen und die Dissociation behandelt werden. 



Stimmen der Presse: 

Literar. Centralbl.: Der Verfasser, der im Laufe seiner Studien 
selbst namhafte Beiträge zur Entwickelang der kinetischen Gastheorie 
geliefert hat, bringt uns eine hochinteceannto Bearb^tong des geMaunton 
Gebietes, indem er zugleich viel&ch neae Gesichtspunkte darbietet nnd 
neues Geschütz ins Feld führt pregen die sich mehrenden Angriffe von 
Seiten der Energetik. . . . Das Werk ist überall verständlich geschrieben 
und birgt eine Falle der adiltebentea Untersnchnngen. 

Zeiteehr. t ^sterr. Gynmas.: Wir empfeUen das treffHciie Bneh 

den Studirenden, welche bestrebt sind, eine tüchtige Grundlage für den 
höheren Calcül nnd die höhere Algebra zu gewinnen und auf leichte 
Weise in diese einleitenden Partien eingeführt werden wollen. 

Slektrotechn. Zeitsctar.: . . . Um ea kmcB m sagen: daa Buch 
iat «m echtoa Prodnkt Boltimann'achen Geistea. 

Journ. of Phys. Chem.: ... In oonclusion, the stndent desirous 
of studying the Kinetic Theorie of Gases can hardly do better than take 
up this book, confident that he will here find a clear and mathemati- 
eallj aoond treatment of the antgeet 



Gustav Robert Kirchhoff 

Oed^onmisrede von Ludwig Boltsonaim. 

82 Seiten mit EiTchbofi PortrSt 1888. Maik 1.—. 
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Vorlesungen Uber Theoretische Physik 

von 

H« von HelmholtB. 

In seolns Hunden. 
Dem snenl onchienenen Band Vi 

Vorles-ungeri 

Ober die 

Elelctromagnetische Theorie des Lichts 

heraavgagaüMii von 

Arthur Kdnig und Carl Eimge 

Zn, 870 Seiten mit 54 Fiipiren. 1897. Mk. 14.—, 
werden nmioiirt folgen: 

Band I Abtheilung 2: Dynamik discreter MaMeapunkto, hecwu- 

gegeben von Otto Krigar-Menzel; 

Band Uli Mathematische Principien der Akustik, herausgegeben 
Ton Artliar KOnig und Carl Bange; 

Band I AbtheUung 1: Die allgemeinen Qnitidlagen der physüca- 

liSChen Wissenschaften, heransgegeben von Arthnr KOnig; 

In noch nicht feststehender Reihenfolge sodann: 

Band II: Dynamik continuirlich verbreiteter Massen, herai^gegeben 
von Otto Krigar-Mensel; 

Band IV: Elelctimiynamik und Theorie dee HagBetisnitte, lieiane- 

gegeben von Otto Krigar-Mensel; 
Band vi: Theorie der Wärme. 

Mit allseitiger Freude wird es bcgrüsst werden, dass die Vorlesungen des K'rosseu 
Gelehrten nun doch noch gedruckt erscheinen werden. Sie sind horhhedeutcmd, da in 
ihnen FonohungBresultate niedergelegt aind, die II. anderweitig noch nicht vcröffent» 
Ucht hatte. FDr die Wichtigkeit de« ment enclilenenen Band V mag allein darauf 
hlngewtoMn waden, dass ^bie «nwammftnftwmmida Dantellung der Optik auf Gximdlaga 
der «lektaw-BiagnellMiMa Lkditthaotle ILbeiliaaiit nodi nleht fwkaiMMi UL 

Es ist zn hofTen, dsM Bodi wlhrend dM Winten 1807^ 2 wettere Binde er* 
scheinen können. 

Stimmen der Presse: 

ElektTot. Zeitschr.: . . . Wir begnügen nnfl damifey der GenngUmung 

Ausdruck zu geben, dass H.'s werthvolle Vorlesungen in dieser Weise erhalten 
bleiben, und wünschen dem Unternehmen guten Fortgang und guten Erfolg. 

Zeitschr. t phys. u. ehem. Unter.: . . . Der Leser dieses Werkes 
wird) selbst wenn er mit dem Gegenstand desselben ToUkemmen vevtfant 
ist, eine Fülle von Anregungen und neuen Gesichtspunkten finden. War 
es ja doch ein charakteristisches Merkmal der Helmholtzischen Arbeits- 
methode, sich stets alles auf seine eigne Weise zurechtzulegen, auf eignen 
Wegen sa wandeln. . . . Die An^l>e ist nach einem Stenogramm aos^ 
gearlieitet. Es ist ein dankenswerther Zug der Pietät, dass die Herana- 
geber den ursprünglichen Text so viel wie irgend möglich geschont haben. 
Wer das Glück genossen hat, in späteren Jähen den Meister zu hören 
oder sieh im Oespiidi wissenaehafflielwn Batfa an holen, wird bei dem Lesen 
ganzer Seiten dee Buches, bei den zahlreichen specifisch Helmholtsischen 
Wendungen und Ausdrücken in die Illusion versetzt werden, den intel- 
lectual giant, wie ihn Maxwell einmal genannt hat, noch emmal zu hören. 
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Gesammelte Werke 

von 

Heinrich Herl», 

irdiwd Fnttnm dar Physik an der UniTianltlt Bonn. 

I. Band: 

Gesammelte 

Schriften vermischten Inhalts. 

Herausgegeben Ton Ph. Lenard. 

XXIX, 368 Seiten mit 35 Figuren, 1 Tafel und einem Porträt. 1895.. 

Mk. 12.—, gebunden Mk. 13.50. 

Enthält die Abhandlungen von 1^79 — 1S84, einschliesslich der 
Doktordissertation, die auf der Naturforscherversammlung in Heidelberg 
gehaltene Bede über Licht und Elektricität, sowie einige Abhandlungen 
und AuMtM neueBten DAtnnuu 

IL Band: 

UnterstJicl:itj.ngen 

aber die 

Ausbreitung der elektrischen Kraft. 

Zweite Auflage. 
VIII, 296 Seiten mit 40 Figuren im Text. 1895. Mk. 6.—, geb. Mk. 7.50. 

Enthält die bekannten Arbeiten, durch welche der Verfasser die 
zeitliche Ausbreitung' einer vermeintlichen Fernkraft nachwies, und die 
Maxwell'sche Theorie über den Zusammenhang der elektrischen Erschei- 
nungen mit dem Lichte durch Versuche erlSuterte. 

HL Band: 

Die Prinzipien der Mechanik 

in iMBein Zosammenbaiise daigesteUt 

Ißt eanem Vorwort von H. tob Helmkolti. 
XXXn» 818 Seiten. 1894. Mk. 12.~, gebunden Mk. 18.50. 

„Diese Darstellung der Grundgesetze der Meciianik von Herts ist 
ein Baehf welches jeden Leser, der an einem Iblgeriehtigen System der 
Djuaadk, durchge^hrt in höchst eleganter und geistreicher mathema' 

tischer Fassung:, Freude hat, im höchsten Grade interessiren miiss, und 
welches möglicherweise noch einen huhou heuristischen Werth als Leit- 
fiaden sor Entdeckung neuer aUgemeiner Geeetee der Natnrkrlfte haben 
konnte." HdmholtB. 
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